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Sujets couverts

® (Qu’est-ce qu’un réseau bayésien dynamique (RBD)?
® Types d’inférence dans un RBD

® (as particulier des modeles de Markov cachés
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Réseaux bayesiens dynamiques (RBD)

® Comment modéliser des situations dynamiques?

€ les changements dynamiques peuvent étre vus comme une séquence d’états,
chaque état représentant la situation a un instant t donné

® X,: ensemble des variables non observables (cachées) décrivant I’état au
temps t

& [£.: ensembles de variables observées (evidence) au temps t

® |e terme dynamique réfere au dynamisme du systeme qu’on veut
modéliser et la structure du réseau
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Applications

® Reconnaissance de la parole

IFT 615

& £, sont les éléments du signal sonore
@ X,sont les mots prononcés

Acoustic model

Lexicon

Language model

phrase |1 speak to my ... v
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Applications

® Traduction automatique
& [, sont les mots en francais
€ X,sont les mots de la traduction en anglais

Traduction Source: frangais v 45,  Cible: anglais ~ m

frangais anglais arabe anglais frangais arabe

Se familiariser avec les fondements de X  Become familiar with the foundations of artificial
I'intelligence artificielle. Connaitre les possibilités intelligence. Know the capabilities and limitations
et les limites des techniques utilisées en of the techniques used in artificial intelligence.
intelligence artificielle. Savoir choisir et appliquer Learn to select and apply different approaches to
les différentes approches en fonction du the problem to solve.

probléme a résoudre. O v

ER D)
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Applications

® Suivi d’objets (tracking)
® E,sont les frames de la vidéoe
¢ X,sont I'information sur la position d’un/des objet(s)

http://www.youtube.com/watch?v=fRowYIxKt7s
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Applications

® |Localisation de robots

® E,sont 'information fournie par les capteurs du robot
¢ X,sont I'information sur la position du robot
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Représentation dans un RBD

® Probleme:

@ il faudrait spécifier un grand nombre (méme infini) de tables de probabilités
conditionnelles, c.-a-d. une pour chaque temps t

€ chaque table pourrait impliquer un nombre infini de parents

® Solution:

1. supposer que les changements dynamiques sont causés par un processus
stationnaire - les probabilités ne changent pas dans le temps:
P(X, | Parent(X,)) est la méme pour tous les t

2. supposer gue les changements dynamiques sont causés par un processus
markovien — |’état courant dépend seulement d’'un nombre fini d’états
précédents

» ex.: processus markoviens du premier ordre:
— P(X; | Xp.00) = P(X, | X,g) modele pour les transitions
3. supposer que I'observation dépend uniquement de I’état courant
— P(E, | X, ,Eprq) =P(E, | X,) modele pour les observations/capteurs
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Exemple

® « Un gardien de sécurité passe un mois dans un édifice sous-terrain, sans
sortir. Chaque jour, son directeur arrive avec ou sans parapluie. Le gardien
veut inférer la possibilité qu’il ait plu ou non en fonction des séquences
d’ observation du parapluie. »
® Modélisation:
® Variables: X, = {R,} (pour « Rain ») et E,={U,} (pour « Umbrella »).
€ Dépendances entre les variables (c-.a-d., le RBD):

€ Modele des transitions: P(R, | R, ;). Modéle d’observation: P(U, | R,)
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Types d’inference dans un RBD

® Filtrage (filtering): calcul de I’état de croyance (belief state), c.-a-d. la
distribution a posteriori de la variable cachée la plus récente

P(th el:t)

@ ex. :quelle est |la probabilité qu’il pleuve aujourd’hui ?
€ ex. : quelle est la croyance du robot par rapport a sa position actuelle ?

® Prédiction: calculer la distribution a posteriori sur un état futur

P(X,..le;,)ouk>0

€ ex. : quelle est la probabilité qu’il pleuve dans k jours ?
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Types d’inference dans un RBD

® Lissage (smoothing): calculer la distribution a posteriori sur un état passé

P(X . |e,,)ou0<k<t
®ex. : quelle est la probabilité qu’il y ait eu de la pluie hier (k=t-1) ?

® Explication la plus plausible: trouver la séquence d’états cachés qui explique
le mieux les observations

argmax P(x,..|e,,) = argmax P(x,.e,.) / Ple,.) = argmax P(x,., €,.)
X1 X1:t X1t

®ex. : quelle a été la météo la plus probable pour toutes les t dernieres journées ?
®ex. : quelle est la traduction en anglais d’'une phrase donnée en francais ?
®ex. : quelle est la phrase qui a été prononcée ?
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Chaines de Markov

® Une chaine de Markov (de premier ordre) est un cas particulier de RBD
€ avec une seule variable aléatoire discrete S, dans I'état au temps t

® Le domaine de S, est souvent un symbole (ex.: un caractere, un mot, etc.)

® Une distribution a priori (initiale) de probabilités sur les symboles (états)
est spécifiée P(S,)

® Une matrice de transition contenant les probabilités conditionnelles
P(Seis | S0)
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lllustration

P(St| St.1)

OROSONO

lllustration dans le cas d’une chaine finie

Hugo Larochelle
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Probabilité de générer une chaine

produit des probabilités, une pour
chaque terme de la séquence

l
P(S;.7) = P(S;) HtT=2 P(S; | S¢.1)
|

distribution initiale
de probabilités

une séquence de
symboles, allant du
temps1lautemps T

modele de
transition
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Visualisation d’une chaine de Markov

Représentation matricielle

Symbole actuel

a b C

al| .7 3 0

Prochain

symbole b 2 v .5

Représentation graphique

lllustration dans le cas d’une chaine infinie (flux de symboles)
Exemple de chaine: ccbbbbaaaaabaabacbabaaa
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Modele de Markov caché

® Dans une modele de Markov caché (hidden Markov model ou HMM):

® il y a des variables cachées H, et des variables d’observation S,, toutes les
deux discretes

# |a chaine de Markov est sur les variables cachées H,

® le symbole observé (émis) S,=s, dépend uniquement de la variable cachée
actuelle H,

IFT615 Hugo Larochelle
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P(H,)

IFT615

lllustration

P(H:| Hy.4)

P(S| Hy)

lllustration dans le cas d’une chaine finie

Hugo Larochelle
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Probabilité de géenérer une séquence
cacheéee et une séquence visible

o modele de
distribution initiale ..
transmon

de probabilités

!

P(Sy.7. Hyg) = P(H,) P(S, | H)) TT.L, P(H, | He.1) PS¢ | Hy)

N

probabilité d’observer le

séqguence de noceuds symbole S, a partir de H,

cachés et de symboles de
sortie
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Simuler d’un HMM

® || est facile de générer des observations d’'un HMM

# échantillonner une valeur initiale H, = h, de P(H,)
€ pourt=2jusqu’a T, répéter les deux échantillonnage suivants:

» utiliser les probabilités de transition de I’état caché courant pour obtenir un
échantillon h,, sachant I'état caché précédent: P(H, | H,, = h, ;)

» utiliser les probabilités de sortie de la variable d’observation étant donné I’état
caché courant, pour obtenir le symbole d’observation (émission) s,: P(S, | H=h,)

® On peut aussi générer la séquence des états cachés d’abord et ensuite
générer les observations

@ les variables cachées dépendent uniqguement des variables cachées
précédentes

€ chaque observation (émission) ne dépendra pas des autres

IFT615 Hugo Larochelle
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lllustration

1-3/6 .4.6 0
0
QOO ") oJe

/5

0/ .2 8
lllustration dans le cas d’une chaine infinie, avec visualisation des valeurs

de la variable cachée et la variable d’observation
Chaque nosud caché (valeur possible h de H) a un vecteur de probabilités
de transitions et un vecteur de probabilités d’émission (observations)
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Probabilité de générer
une séquence visible

® La méme séquence de sortie peut étre produite par plusieurs séquences
cachées différentes

® En fait, il y a un nombre exponentiel de séquences cachées possibles

® Un calcul naif est donc tres inefficace

P(Sy.7) = 2 P(Hyp=hyq) P(Syr | Hyp=hyy)
hy.r

IFT615 Hugo Larochelle
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Programmation dynamique pour HMM

® Une facon plus efficace de calculer la probabilité d’une séquence
observée s, ;
® |dée: utiliser la programmation dynamique
¢ on deéfinit afi,t) = P(S;.,=S,.., H, =)
€ on note la récursion
(i, t+1) = P(S1.111=S1.0410 Hppg = 1)
= Ej P(S1.0417S1.0010 He=J) Hpug =)
= P(S441= Stag | Hey = 1) Ej P(H,; = i|Hy=j) P(S1.4=S1., H,=J)
= P(S441= Stag | Heep =) Ej P(H,,; = ilH.=]j) a(j,t)
€ on ales valeurs initiales
a(i,1) = P(S;=s;, H; = i) = P(S;=s;| H; =i) P(H, =i) Vi
® Une fois le tableau a calculé, on obtient facilement:
P(S1.7781.7) = Ej P(S11=51m Hr=J) = Ej a(j,T)

IFT615 Hugo Larochelle
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

i 1234
o [N
1

afi,t)

@ initialisation: a(i,1) = P(S;=s,, H, = i) = P(S;=s,| H, =i) P(H; =)
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Programmation dynamique pour HMM

Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modele d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S=0| H) 0.9 P(H=0 | H_) 0.3 P(H,)

P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H.) 0.7 0.6

20
3
1

& initialisation: a(0,1) = P(S,=0| H, = 0) P(H, = 0) = 0.9 x 0.5 = 0.45
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Programmation dynamique pour HMM

Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modeéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -E
P(S=0| H) 0.9 P(H=0 | H_) 0.3 P(H,)

P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H.) 0.7 0.6

i ¢ 2] 2] 3] a
;; 0 0.45
3

1 0.1

& initialisation: a(1,1) = P(S,=0| H, = 1) P(H, = 1) =0.2x 0.5 =0.1
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

it 234
0 0.458

@ récursion (t=1): a(i,t+1) = P(S,1= Sy.y | Heey = 1) 3, P(H,yq = i1H = J) ajt)

afi,t)
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Programmation dynamique pour HMM

Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modeéle d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S=0| H) 0.9 P(H=0 | H_) 0.3 P(H,)

P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H.) 0.7 0.6
i ] [ 2] 3] 4
= 0 0.45—2
3 /
1 0.1

@ récursion: a(0,2) = P(S,=1|H,=0) ( P(H,=0|H,=0) a(0,1) + P(H,=0|H,=1) a(1,1))
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Programmation dynamique pour HMM

Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modeéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H,) 01 0.8 P(H=1| H,,) 0.7 0.6
| EZN I Y Y
= 0 0.45 0.0175
® 1 0.1

@ récursion: a(0,2) =0.1(0.3x0.45+0.4x0.1) =0.0175
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Programmation dynamique pour HMM

Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

it a2 34
0 0.45 0.0175
1 \

0.l—>

afi,t)

@ récursion: a(1,2) = P(S,=1|H,=1) (P(H,=1|H,=0) a(0,1) + P(H,=1|H,=1) a(1,1))
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Programmation dynamique pour HMM

Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modeéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H,) 01 0.8 P(H=1| H,,) 0.7 0.6
| EZN I Y Y
= 0 0.45 0.0175
® 1 0.1 0.3

€ récursion: a(1,2) =0.8(0.7x0.45+0.6x0.1) =
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Programmation dynamique pour HMM

Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

it a2 34
0 0.45 0.0175
1 0.1 0.3

@ récursion (t=2): a(i,t+1) = P(S,1= Sy | Hewy = 1) 3, P(Heyq = i1 H = J) ajt)

afi,t)
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Programmation dynamique pour HMM

Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modeéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H,) 01 0.8 P(H=1| H,,) 0.7 0.6
| EZN I Y Y
= 0 0.45 0.0175 0.112725
® 1 0.1 0.3

@ récursion: a(0,3) =0.9(0.3x0.0175+0.4x0.3) =0.112725
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Programmation dynamique pour HMM

Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H,) 01 0.8 P(H=1| H,,) 0.7 0.6
| EZN I Y Y
= 0 0.45 0.0175 0.112725 0.04427
° 1 0.1 0.3 0.03845 0.02039

€ on continue d’appliquer la récursion jusqu’a la fin (t=4)...

IFT615 Hugo Larochelle 33



Filtrage dans un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

0 0.45 0.0175 0.112725 0.04427
1 0.1 0.3 0.03845 0.02039

afi,t)

€ on peut calculer les probabilités de filtrage
P(H,=0 $,=0, S,=1, 5;=0, 5,=0) = P(H, =0, $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0)
>.P(H,=1i,5,=0, S5,=1, $,=0, S,=0)
=a(0,4) / (a(0,4) + a(1,4) )
= 0.04427 / (0.04427 + 0.02039)
= 0.6847

P(H,=1]5,=0, 5,=1, 5,=0, 5,=0) = 0.02039 / (0.04427 + 0.02039)
~0.3153

IFT615 Hugo Larochelle
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Programmation dynamique pour HMM

® |e calcul des afi,t) donne un balayage de gauche a droite
® On peut faire la méme chose, mais de droite a gauche
& on définit B(i,t) = P(S,,;.7=Sp.7 | H, =)
€ on note la récursion
B(i,t-1) = P(S,.7=S.7 | H,; =1)
= Ej P(St.7=Ser He=J | Heqa=1)
= Ej P(S= sl He=J) P(H, = jIHy 1 = 1) P(Spu1.77S a7 He=J)
= Ej P(S=s:|H,=J) P(H, =jH,=1) B(j,t)
@ on alesvaleurs initiales B(i,T) =1 Vi

® Une fois le tableau B calculé, on obtient facilement:
P(S1.7751.7) = Ej P(S1.7751.7 Hy =)
=2, P(S.7=5,.7 | Hy =) P(S;=s; |H, = j) P(H; =)
= Ej B(,1) P(S;=s, [H, =) P(H, =)

IFT615 Hugo Larochelle
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- - -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

it a2 3] 4
0 .
1

B(i,t)

# initialisation: B(i,4) =
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modele d'observation Modele de transition Distribution initiale
- - -m
P(S=0| H) 0.9 P(H=0 | H_) 0.3 P(H,)

P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H.) 0.7 0.6

20
(<o N
1 1

# initialisation: B(i,4) =
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

0
1 1

® récursion (t=4): B(it-1) = 3, P(S;= 5,1 H,= ) P(H, = j| ey = 1) B(it)

B(i,t)
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

-——-n
0 <
1

¢ récursion B(0,3)= P(S,=0|H,=0) P(H,=0|H;=0) B(0,4)

+ P($,=0|H,=1) P(H,=1|H,=0) B(1,4)
IFT615 Hugo Larochelle 39
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modele d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S=0| H) 0.9 P(H=0 | H_) 0.3 P(H,)

P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H.) 0.7 0.6

20
(<o N
1 1

€ récursion f(0,3)=0.9x0.3x1+0.2x0.7x1=0.41

IFT615 Hugo Larochelle 40



Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modeéle d'observation Modéle de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S=0| H) 0.9 P(H=0 | H_) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H.) 0.7 0.6
20 0.41
= é
1 1

& récursion B(1,3) = P(S,=0|H,=0) P(H,=0|H,=1) B(0,4)
+P(5,=0|H,=1) P(H,=1|H,=1) B(1,4)
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modeéle d'observation Modéle de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S=0| H) 0.9 P(H=0 | H_) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H.) 0.7 0.6
20 0.41
Q.
1 0.48 1

@ récursion B(1,3)=0.9x0.4x1+0.2x0.6x1=0.48
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

-——-n
0 0.41

@ récursion (t=3): B(i,t-1) = X, P(S=s,|H,=j) P(H, = j|H..; = i) B(j,t)

B(i,t)
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

-——-n
0 < 0.41
1

0.48 1

B(i,t)

® récursion B(0,2) = P(5;=0|H,=0) P(H,=0|H,=0) B(0,3)
+ P(5;=0|H,=1) P(H;=1|H,=0) B(1,3)
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modeéle d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S=0| H) 0.9 P(H=0 | H_) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H.) 0.7 0.6
2 0 0.1779 0.41
a
1 0.48 1

@ récursion $(0,2) =0.9x0.3x0.41+0.2x0.7x0.48=0.1779
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S=0 | H) 0.9 P(H=0 | H_,) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H,) 07 06
-——-n
20 0.120249  0.1779 0.41
= 1 0.105612 0.2052 0.48 1

€ on continue d’appliquer la récursion jusqu’au début (t=1)...
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Lissage avec un HMM

® |es tables afi,t) et B(i,t) peuvent également étre utilisées pour faire du
lissage
2 P(Hk =] | 51:7;51:7-) = P(Hk =1, Sl:kzsl:k, Sk+1:T=5k+1:T) /Y (Y est la normalisation)
= P(H =i, S147S 1) P(Sgezr=Siesir | He=1) /Y
=a(i,k) B(i,k) /¥

® On peut également faire du lissage sur deux variables cachées adjacentes
® P(H =i, Hy=J | S3.r=81.7) = P(He =i, Hio1= b S14=S 100 Skr1:7=Skwr:r) 1Y
=P(H, =1, S1.4=51.) P(Hi1=jI1H = 1) P(Sip1=Si1 | Hipr =J)
P(Sksz7=Siszr | Hiea =0) 1Y
= a(i,k) B(j,k+1) P(Hk+1=j|Hk =) P(5k+1=5k+1 I Hyis =)/Y
® A noter que Y correspond a une somme sur i seulement,
tandis que Y’ est une somme sur et
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Lissage avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

0 .. 0.0175 0 .. 0.1779
1 1

a(i,t)
B(i,t)

0.3 0.2052

€ on peut calculer les probabilités de lissage au temps t=2
P(H,=0 | 5,=0, 5,=1, 5,=0, 5,=0) = a(0,2) B(0,2)
Y:a(i,2) B(i,2)
= a(0,2) B(0,2)/ (a(0,2) B(0,2) + a(1,2) B(1,2) )
=0.0175x0.1779 / (0.0175 x 0.1779 + 0.3 x 0.2052)
=~ 0.04813
P(H,=1] 5,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0)
=0.3x0.2052 / (0.0175x 0.1779 + 0.3 x 0.2052)
=~ 0.95186
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Prédiction dans un HMM

® qfi,t) peut étre utilisé pour inférer la distribution de prédiction P(H,,.|s;.;)
® On utilise également un programme dynamique
& on définit rt(i,k) = P(H,,, = i5,.,=51.4)
€ on note la récursion
(i, k+1) = P(H, g = 1151.751.)
=D Ej P(Hpsir1 = 1 He = Jy Seu=S 517514
= Es Ej P(St+k= SlHt+k=j) P(Ht+k+1 = ilHt+k=j) P(Ht+k =j|51:t=51:t)
= Ej P(Hikez = I Hew = J) P(Hea = 7151.6751.) 25 P(Sen= S Hp =)
= Ej P(Hpyheq = i1 Hppie = J) 10 K)
€ on ales valeurs initiales
n(i,0) = P(H,=i|s,.) = ali,t) / Ej a(j,t) Vi
® On pourrait également faire une prédiction de S,,,
® P(S, =5]51.=51) = Ej P(S;u= S1Hec=J) P(Hpp = J151.45514)
= Ej P(Stu= S| Hewe = J) T3, K)
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Prédiction dans un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
® on souhaite calculer la distribution de prédiction P(H,=0 | $,=0,5,=1,5,=0,5,=0)

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

¢ initialisation: 1t(i,0) = a(i,t) / Y, a(j,t)
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Prédiction dans un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
® on souhaite calculer la distribution de prédiction P(H,=0 | $,=0,5,=1,5,=0,5,=0)

ofi,t)

Modeéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)

P(S=1|H,) 01 0.8 P(H=1| H,,) 0.7 0.6
I i <o 1 2

0 .. 0.04427 =

1 0.02039 - 1

# initialisation: m(0,0) = a(0,4) / ( a(0,4) + a(1,4) )
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Prédiction dans un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
® on souhaite calculer la distribution de prédiction P(H,=0 | $,=0,5,=1,5,=0,5,=0)

ofi,t)

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S=0 | H) 0.9 P(H=0 | H_,) 0.3 P(H,)

P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H,) 07 06
T ) [ ol a2
0 ... 0.04427 g 0 0.68466
1 0.02039 g 1

4 initialisation: (0,0) = 0.04427 / (0.04427 + 0.02039) = 0.68466
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Prédiction dans un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
® on souhaite calculer la distribution de prédiction P(H,=0 | $,=0,5,=1,5,=0,5,=0)

ofi,t)

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S=0 | H) 0.9 P(H=0 | H_,) 0.3 P(H,)

P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H,) 07 06
T ) [ ol a2

0 ... 0.04427 g 0 0.68466

1 0.02039 g 1 0.31534

4 initialisation: t(1,0) = 0.02039 / (0.04427 + 0.02039) = 0.31534
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Prédiction dans un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
® on souhaite calculer la distribution de prédiction P(H,=0 | $,=0,5,=1,5,=0,5,=0)

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

R I [« o 1 2
0 .. 0.04427 = 0 0.68466
1 ... 0.02039 1 0.31534

@ récursion (k=0): 1t(i,k+1) = 3, P(Hpeq = i1 Hpwp = ) (i K)

(i, k)

ofi,t)
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Prédiction dans un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
® on souhaite calculer la distribution de prédiction P(H,=0 | $,=0,5,=1,5,=0,5,=0)

ofi,t)

Modeéle d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S=0| H) 0.9 P(H=0| H.) 03 P(H,)

P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H.) 0.7 0.6
it 4 i < o] 1] 2
0 ... 0.04427 =0 0.68466—2
E /'
1 0.02039 1 0.31534

® récursion (k=0): (0, 1) = P(Hs = 0|H,=0) m(0,0) + P(H; = 0|H,=1) i(1,0)
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Prédiction dans un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
® on souhaite calculer la distribution de prédiction P(H,=0 | $,=0,5,=1,5,=0,5,=0)

ofi,t)

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)

P(S=1|H,) 01 0.8 P(H=1| H,,) 0.7 0.6
T ) [ ol a2

0 ... 0.04427 g 0 0.68466 0.33154

1 0.02039 g 1 0.31534

& récursion (k=0): 1t(0, 1) = 0.3 x 0.68466 + 0.4 x 0.31534 = 0.33154
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Prédiction dans un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
® on souhaite calculer la distribution de prédiction P(H,=0 | $,=0,5,=1,5,=0,5,=0)

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

0 .. 0.04427 0 0.68466 \;33 154
1 0.02039 1 0.31534 ——>»

(i, k)

ofi,t)

® récursion (k=0): (1, 1) = P(Hs = 1|H,=0) m(0,0) + P(H; = 1|H,= 1) i(1,0)
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Prédiction dans un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
® on souhaite calculer la distribution de prédiction P(H,=0 | $,=0,5,=1,5,=0,5,=0)

ofi,t)

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S=0 | H) 0.9 P(H=0 | H_,) 0.3 P(H,)

P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H,) 07 06
T ) [ ol a2

0 ... 0.04427 g 0 0.68466 0.33154

1 0.02039 g 1 0.31534 0.66846

@ récursion (k=0): (0, 1) = 0.7 x 0.68466 + 0.6 x 0.31534 = 0.66846
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Prédiction dans un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
® on souhaite calculer la distribution de prédiction P(H,=0 | $,=0,5,=1,5,=0,5,=0)

ofi,t)

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)

P(S=1|H,) 01 0.8 P(H=1| H,,) 0.7 0.6
T ) [ ol a2

0 ... 0.04427 g 0 0.68466 0.33154 0.36685

1 0.02039 g 1 0.31534 0.66846 0.63315

€ on continue d’appliquer la récursion jusqu’a la fin (k=2)...
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Prédiction dans un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
® on souhaite calculer la distribution de prédiction P(H,=0 | $,=0,5,=1,5,=0,5,=0)

ofi,t)

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
EECr NI BT
P(S=0|H) 0.9 0.2 P(H=0 | H_,) 0.3 P(H,)

P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H,) 07 06
T ) [ ol a2
0 ... 0.04427 g 0 0.68466 0.33154 0.36685
1 0.02039 g 1 0.31534 0.66846 0.63315

& P(H=0 | $,=0,5,=1,5,=0,5,=0) =m(0,2) = 0.36685
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Explication la plus plausible
avec un HMM

® On peut également éviter une énumération exponentielle

€ exemple avec T=3
max P(h*;) P(s;|h*;) P(h*,|h*,) P(s,|h*,) P(h*;| h*,) P(s5| h*,)

1:3
= n}ﬁé( P(s5| h*,) n?vgzx P(s,|h*,) P(h*;| h*,) rr;g:( P(h*,|h*;) P(h*,) P(s,|h*,)
® Solution: programmation dynamique, avec un max au lieu de la somme
& on définit a*(i,t) = P(S;.:=S1., Hypy =h* 100 H =)
€ on note la récursion
a*(i,t+1) = max; P(S1.t.17S1.0410 Hyed = W 100 He =) Hiy =)
=max; P(S,1=Spq | Hug = 1) P(Hpuy = | H =) P(S1.=S1.0 Hiea = h* 1000 He =)
= P(St11=Spsq | Hypg =10) max; P(H,,; =i | H,=j) a*(j,t)
¢ onalesvaleursinitiales: a*(i,1) = P(S;=s,| H; =) P(H,; = i) Vi
® Onaalors que P(S;1=s,.1, Hy.r = h*;.7) = max,a*(j,T)

® On retrouve h*; ;a partir de tous les argmax;
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Explication la plus plausible
avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

i 1234
o [N
1

o*(i,t)

¢ initialisation: a*(i,1) = P(S,;=s,, H, =i) = P(S;=s,| H; =i) P(H, = i)
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Explication la plus plausible
avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modeéle d'observation Modeéle de transition Distribution initiale

- -m -E

P(S=0| H) 0.9 P(H=0 | H_) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H.) 0.7 0.6
= 0
(o]
1

& initialisation: a*(0,1) = P(S,=0| H, = 0) P(H, = 0) = 0.9 x 0.5 = 0.45
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Explication la plus plausible
avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S=0|H,) 0.9 P(H=0 | H,) 0.3 P(H,)

P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H.) 0.7 0.6
Ny i 234
= 0 0.45
(o]
1 0.1

& initialisation: a*(1,1) = P(S,=0| H, = 1) P(H, = 1) =0.2x 0.5 = 0.1
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Explication la plus plausible
avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

it 234
0 0.458

@ récursion (t=1): o*(i,t+1) = P(S,1=5,,1 | Hy.p = i) max; P(H,,; =i | H,=j) a*(j,t)

o*(i,t)
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Explication la plus plausible
avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modeéle d'observation Modéle de transition Distribution initiale

- -m -m
P(S=0| H) 0.9 P(H=0 | H_) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 0.1 0.8 P(H=1|H.) 0.7 0.6

i ¢ 1] 2 3 4

= 0 0.45—>

3 /

1 0.1

@ récursion: a*(0,2) = P(S,=1|H,=0) max{P(H, = 0| H, = 0) a*(0,1), P(H, = O|H, = 1) a*(1,1)}
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Explication la plus plausible
avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modeéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -E
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H,) 01 0.8 P(H=1| H,,) 0.7 0.6
_. [N Y T T
= 0 0.45—0.0135
® 1 0.1

@ récursion: a*(0,2) = 0.1 max{ 0.3 x0.45,0.4 x 0.1} =0.0135
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Explication la plus plausible
avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

it a2 34
0 0. 45? .0135
1

0.l—>

o*(i,t)

& récursion: a*(1,2) = P(S,=1|H, =1) max{P(H, = 1| H, = 0) a*(0,1), P(H, = 1|H, = 1) a*(1,1)}
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Explication la plus plausible
avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

it a2 34
0 0. 45?0135
1 0.252

@ récursion: a*(1,2) = 0.8 max{ 0.7 x 0.45, 0.6 x 0.1} = 0.252

o*(i,t)
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Explication la plus plausible
avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

it a2 34
0 0. 45?0135
1 0.252

@ récursion (t=2): o*(i,t+1) = P(S,1=5.,1 | Hy.q = i) max; P(H,,; =i | H,=j) a*(j,t)

o*(i,t)
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Explication la plus plausible
avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -m
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

.. X Y I I | )
f 0 045?0135 /99072
1

0.252

@ récursion: a*(0,3) = 0.9 max{ 0.3 x0.0135, 0.4 x 0.252} = 0.09072

IFT615 Hugo Larochelle 71



Explication la plus plausible
avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modeéle d’observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -mm
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

- -—-n
£ 0 045Q0135 072?2449
il 0.252

024 1270

€ on continue d’appliquer la récursion jusqu’a la fin (t=4)...
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Explication la plus plausible
avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -mm
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

_ -—-n
= 0 045Q0135 072?2449
° 1 0.252

024 1270

€ on trouve le maximum a la derniere colonne...
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Explication la plus plausible
avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modéle d'observation Modele de transition Distribution initiale
- -m -mm
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H) 01 0.8 P(H=1|H,) 07 06

it 12 3] 4
0 0. 45~\0 .0135 /Q9072'—0'.'02449
1 0.03024 0.01270

0.252

o*(i,t)

@ ... puis on retrouve le chemin qui a mené la
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Explication la plus plausible
avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (T=4)
€ message observé: $,=0, S,=1, 5,=0, 5,=0

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale

- -m -mm
P(S:=0 | H,) 0.9 P(H=0| H,_;) 0.3 P(H,)
P(S=1|H,) 01 0.8 P(H=1| H,,) 0.7 0.6

. [ I Y N | )

= 0 045  0.0135 0.09072  0.02449

° 1 0.1 0.252 0.03024 0.01270

H,=0 H,=1 H,=0 H,=0

# ce chemin nous donne la séquence des H, la plus probable
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Filtrage en lighe avec RBD

® Etant donné mon état de croyance actuel P(X, | e.,)

€ comment le mettre a jour apres une nouvelle observation e,,, en temps
réel

® En appliquant la regle de Bayes et I’hypothese markovienne, nous

arrivons a:
(détails page 572 du manuel

P(Xt+1 | el:t+1) - P(Xt+1 | el:t’ et+1) de référence)

o: constante de
normalisation

= Pleg | Xua) D PXeus | X,) P(x, | €1, ] @

\ )\ J

v v
probabilité de la prédiction du prochain état en se

nouvelle observation basant sur notre état de croyance
(disponible dans la table 5, temps t

des probabilités)

IFT615 Hugo Larochelle 76



Exemple de I’agent de sécuriteé

® RBD:
# une distribution de probabilité a priori P(R,), par exemple [0.5, 0.5]
4 un modéle des transition P(R,|R, ;)
¢ un modéele d’observation P(U,|R,) P(’ |Ru)

® Jour 1: |le parapluie apparait, (U,=true ou u,)
¢ lefiltragede t=0at=1est: P(R; | u;)=P(u; | R;) P(R,) a
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Exemple de I’agent de sécuriteé

® Jour 2: |le parapluie apparait de nouveau, c.-a-d., U,=true
& lefiltrage de t=1 a t=2 est:

P(R, | u, u,)=P(u, | R,) P(R,|u,) / a
=(P(U2 | RZ)EP(R2|I'1)P(I'1|U1))/OL
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Ameéliorations sur le HMM

® Comment rendre un HMM (ou un RBD en général) plus précis?

€ augmenter l'ordre du modele markovien

» ex.: Rain, aurait comme parents, non seulement Rain, ; mais aussi Rain, , pour un
processus markovien du second ordre

» ceci donnerait des prédictions plus précises

€ permettre des interactions directes entre la variables d’observation
» on pourrait avoir plutét P(E, | X, ,Ep...;) = P(E; | X, E,.;)
» ¢a peut rendre l'inférence encore plus complexe
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Au dela du HMM

® Filtre de Kalman: cas ou les variables d’observation et cachées ne sont pas
discretes mais sont plutot réelles

€ voir livre de référence, section 15.4

® Etat caché avec structure complexe: cas ol il n’est pas possible de faire
une sommation exacte sur toutes les configurations de |’état caché

€ on doit alors approximer l'inférence

& filtre particulaire (particle filter): inférence approximative basée sur
I’échantillonnage, ou on maintien une population stochastique de
configurations (particules) de I'état caché

€ a chaque temps t, on met a jour notre population de particules en tenant
compte des nouvelles observations

€ voir livre de référence, section 15.5.3
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Résumeé

® Un réseau bayésien dynamique (RBD) permet de tenir compte de la
nature séquentielle d’'un environnement

® Un modele de Markov caché (HMM) est un cas particulier de RBD avec
# une seule variable cachée X, = {H,} et une seule variable observée E, = {S,}
® les variables H, et S, sont discrétes

® || existe des procédures de programmation dynamique efficaces dans un
HMM pour faire de I'inférence (filtrage, prédiction, lissage, explication la
plus plausible)
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Raisonnement probabiliste :
pour quel type d’agent?

Simple reflex f Model-based reflex \

( Agent D « PR . D D
.State

What the world What the world
is like now How the world evolves is like now
What my actions do

JUSWUOJIAUT

JUSWUOJIAUT

(Condition—action ruIes)—.. \s/\{lrc])zlljtldacc}ob:c;w

- " What action |
shoukd do now
_ Acluators —) - \\Agent Acluators )

Goal-based Utiliy-based
4 (T et L) 4 T s e L)

\
What the world What the world
is like now is like now
- i What it will be like . i What it will be like
What my actions do if | do action A What my actions do if | do action A
- How happy | will be
.Ut'“ty - I in sucﬁ a state
@ What action | What action |
should do now should do now

Agent Actuators -

How the world evolves

How the world evolves

JUSWUOJIAUT

juswuoJiauzg

Cgent Acluaiors - /
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Objectifs du cours

Algorithmes et concepts

recherche locale

satisfaction

de contraintes \

v

v’ les RBD et le HMM sont les premiers

modeles probabilistes que I'on a vu
incluant la notion de temps

ils vont étre utiles lorsqu’on va parler
de traitement de la langue et
robotique

agents

logique [€—

recherche a

deux adversaires

probabiliste

intelligents
/ \ raisonnement

recherche

IFT615

heuristique

Hugo Larochelle

83




Vous devriez étre capable de...

® Distinguer les différents types d’inférence
@ distribution de filtrage
@ distribution de prédiction
@ distribution de lissage
€ explication la plus plausible

® Décrire ce gu’est un modele de Markov caché
€ connaitre les définitions des tableaux a, B, m et a* (que calcule ces tableaux?)
@ savoir utiliser des tableaux a, B, m et a* pré-calculés

® Implémenter de I'inférence dans un modele de Markov caché
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