


Sujets: apprentissage supervise, classification, regression

e 'apprentissage supervise est lorsqu’on a une cible a
predire
» classification : la cible est un indice de classe t {1, ... , K}

- exemple : reconnaissance de caracteres

v X :vecteur des intensités de tous les pixels de I'image

v t:identité du caractere

» reégression : la cible est un nombre réel t € R

- exemple : prediction de la valeur d’'une action a la bourse

v X :vecteur contenant I'information sur l'activite eéconomique de la journée

v t:valeur d’'une action a la bourse le lendemain
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Sujets: modele, biais, poids

* Le modele de régression linéaire est le suivant :

Y(X, W) =wy +wix1+ ... +wprp

\

ou X = (Q?l,...,QIZ‘D)T

* La prediction correspond donc a un hyperplan de
dimension D (donc une droite si D=1)
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Sujets: modele, biais, poids

* Le modele de régression linéaire est le suivant :
biais poids

y(X, W) :\wo -+ wﬁ-l— . .}wpxp

ou X = (Q?l,...,QIZ‘D)T

* La prediction correspond donc a un hyperplan de
dimension D (donc une droite si D=1)
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Sujets: exemple 1D
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Sujets: modele

* Le modele de régression linéaire est le suivant :

Y(X, W) =wy +wix1+ ... +wprp

\

ou X = (Q?l,...,QIZ‘D)T

* La prediction correspond donc a un hyperplan de
dimension D

» un hyperplan peut ne pas éetre assez flexible pour faire une bonne
prediction

6 HUGO LAROCHELLE



Sujets: fonctions de base (basis functions)

e On peut introduire une non-linearité comme suit :
M —1
y(x, w) = wo + Y w;g;(x)
j=1

ol les @ (X) sont des fonctions de base (basis
functions)

e Caslinéaire: ¢;(x) =x;et M =D +1
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Sujets: fonctions de base (basis functions)

e Pour simplifier la notation, on va supposer que ¢ (x) = 1

W) = 3 w6, (x) = W b(x)
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Sujets: fonctions de base (basis functions)

e Pour simplifier la notation, on va supposer que ¢ (x) = 1

M—1
y(x, w) = > w;o;(x) = w'p(x)
=0 X (Po(x), .y prr—1(x))"

(wo, . .. ,wM_l)T
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Sujets: fonctions de base polynomiales

* Exemple : fonctions de bases polynomiales (1)

* On retrouve alors la regression polynomiale
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Sujets: fonctions de base gaussiennes

* Exemple : fonctions de base gaussiennes

(x — Nj)Q
252

¢j(x) = exp

ou /4; et s doivent étre specifies
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Sujets: fonctions de base gaussiennes

* Exemple : fonctions de base gaussiennes

» exemple en 1D

0.75 |

0.5 |

0.25|
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Sujets: formulation probabiliste

e Pour entrainer le modéle y(x,w), nous passerons par une

formulation probabiliste :

p(tlx,w,3) = N(tly(x,w), ")

» equivaut a supposer que les cibles sont une version bruitéee de la
prediction du vrai modele

t = y(X, W) + € Gaussienne de
moyenne (0

et variance f-!
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Sujets: formulation probabiliste

e Soit notre ensemble d’entrainement

D — {(Xlatl)v ver (XNvtN)}

» on va également noter X = {xq,...,Xy}
et t:( t1,...,tN )T

* En faisant 'hypothese i.i.d.,,on a:

N
p(AX, w,8) = | [ N(tnlw d(xn),87)
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Sujets: maximum de vraisemblance

e | ors de I’entrainement, on cherche le w maximisant la

(log-)probabilite des données d’entrainement

Y N (ta| W p(x,), B71)

N N
= 5 In 5 — ) In(27) — BEp(w)

In p(t|w, B)

Z{t — wlo(x,)}
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Sujets: maximum de vraisemblance

* On sait que le gradient de la somme des pertes

VEp(w Z{t -~ WP (x0)} G(xa)"

a la valeur w minimisante doit etre egale a O :
N N
0= tadp(xn)" —w" (Z qb(xn)cb(xn)T)
n=1 n=1
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Sujets: maximum de vraisemblance, design matrix

e En isolant w, on trouve que le w minimisant la somme des

pertes (maximisant la log-probabilite) est
wyr = (@T®) &7t

ou ¢ est appelée la design matrix :

Qbo(Xl) ¢1(X1) ¢M—1(X1)

P — ¢0(.X2) ¢1(.X2) QbM—.1(X2)

bo(xn) d1(Xn) - brr1(xn)
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MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

maximum de vraisemblance, design matrix

e En isolant w, on trouve que le w minimisant la somme des

pertes (maximisant la log-probabilite) est
—1
wu, = (2 @) Pt
* |l faudrait aussi verifier qu’il s’agit bel et bien d’'un minimum
de Ep(w) (et non un maximum ou un pointselle)

» se fait en calculant les derivees secondes

» plus précisement, on montre que la matrice des derivees secondes
(matrice hessienne) est definie positive
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Sujets: maximum de vraisemblance

 Maximiser la log-probabilite

N
nptiw,8) = > IN(t,|w p(xn),37")

N N
= 5 In 5 — ) In(27) — BEp(w)

equivaut a minimiser la somme des pertes de I'erreur au
carre (squared error) :

Ep(w) = % Z{tn - W P(x,)}
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Sujets: regularisation, weight decay, regression de Ridge

e Afin de controler les risques de sur-apprentissage, on
prefere ajouter un terme de regularisation

AT

N
% ;{tn W)} Sw W

» equivaut au maximum a posteriori dans la formulation probabiliste
» le terme de regularisation est souvent appele weight decay

» la régression avec un terme de régularisation est aussi appelée
régression de Ridge
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Sujets: regularisation, weight decay, réegression de Ridge

e Afin de controler les risques de sur-apprentissage, on
prefere ajouter un terme de regularisation

| — A
3 2 {tn = Wie(xn)}* + Swiw
Ed

» equivaut au maximum a posteriori dans la formulation probabiliste
» le terme de regularisation est souvent appele weight decay

» la regression avec un terme de regularisation est aussi appeléee
régression de Ridge
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Sujets: regularisation, weight decay, regression de Ridge

* On peut montrer que la solution (maximum a posteriori)
est alors :

w=(A[+®T®) &'t

» dans le cas A = 0, on retrouve la solution du maximum de
vraisemblance

» si A > 0, permet eégalement d’avoir une solution plus stable
numériquement (si &' & n’est pas inversible)
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Sujets: modele pour predictions multiples

* Le modele doit maintenant predire un vecteur :
_ T
y(x,w) = W" ¢p(x)

ou W est une matrice M X K

e Chaque colonne de W peut etre vue comme le vecteur

wi. du modele y(x,w) pour la £° cible
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Sujets: formulation probabiliste pour predictions multiples, modele multitache

* On suppose encore un modele gaussien
p(tlx, W, 3) = N(t|W ¢(x), 5 'T)

ou on suppose que les cibles sont indépendantes

* Un modele faisant des predictions multiples est parfois
appelé un modele multitache
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Sujets: formulation probabiliste pour predictions multiples

e Soit notre ensemble d’entrainement

D — {(X17t1)7 vee (XNvtN)}

» on va également noter X = {xq,...,Xy}
et T est une matrice dont les rangées sont les vecteurs t1 ...ty

e En faisant 'hypothese i.i.d.,,on a:

N
Inp(TIX,W,8) = > WnN(t,[W ¢(x,), 57 'T)
n=1
NK al
- <£> 5D [t~ WG|
n=1
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Sujets: formulation probabiliste pour predictions multiples

* On peut demontrer que le maximum de vraisemblance est :
Tad) L agT
Wy = (2 ®) & T

* On peut voir le resultat comme la concaténation (colonne
par colonne) des solutions pour chaque tache

wy, = (0T®) T,
outy= (tis, .. tvp)'
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Sujets: formulation probabiliste

* En regression lineaire, on suppose que :

p(tlx, w, 8) = N(tly(x, w),37")

ou M—1

y(x w;P;(X WT¢(X)

7=0

* Lorsqu’on doit faire une prediction pour une nouvelle
entrée X, on prédit alors la moyenne, i.e. y(x,w)
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Sujets: theorie de la decision

e Pourquoi est-ce que prédire la moyenne (y(x,w)) est la

bonne chose a faire !

e La theéorie de la decision va nous éclairer sur le sujet

e On va maintenant noter ¢j(x) la prédiction (décision)

que I'on va faire pour une entree x

3 yA(X) pourrait etre differente de y(X,W)
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Sujets: theorie de la decision

e Sachant que :

» chaque paire (x,?) est échantillonnée d’une distribution p(x,1)
» la perte qui nous intéresse est L(t,7(x)) = {g(x)-t}?

* La perte esperee de notre prediction (decision) sera

1) = [ [ {360) - tplx, ) dxat
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Sujets: theorie de la decision

e Pour trouver §(x) optimale on commence par noter que :

{9(x) =t} = {9(x) — E[t|x] + Eft[x] — t}*
= {(x) —Btx]}* + 2{g(x) — Eft|x]H{E[t}x] — t} + {E[t[x] — ¢}*

* Ainsi: //{@ x) — t}*p(x, t)dxdt =

[ 1560 — Bithxly e tyaxde + [ [ (Bt - 1)2p0x, )xal

+ [ [ 2060) ~ Eithx} (Bl - hp(x, Daxdt
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Sujets: theorie de la decision

* Ensuite, on remarque que :

/ / 2(3(x) — Eftix]}{E[t]x] — t}p(x, t)dxd

/ / 2{(x) — Elt|x]HE[t]x] — t}p(tx)p(x)dtdx

= [ 24000 Eltx o) ( [ Bl - (et o

— [ 24000 ~ Elebxlhotx) (Elex ~ [ ¢ ptyie ) ax =0
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Sujets: theorie de la decision

* Donc ona que:

/ / {5(x) — t}°p(x, t)dxdt =
/ / {§(x) — E[t|x]}?p(x, t)dxdt + / / (Bl — 112, £

R

* Le mininum est donc atteint lorsque 3(x) = E|t

N4—

s LTI el — ¢l ) dxedt—

-
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Sujets: theorie de la decision

e Puisqu’on ne connait pas la vraie distribution p(x,1)

(et donc ni p(t|x), ni E[t|x]),le mieux qu’on puisse faire

est d’utiliser notre modele de p(t|x)

y(x) = Elt|x] = y(x,w)

* Dong, si on veut une petite perte de la difference au carre
(en esperance), predire la moyenne est un bon choix selon
la théorie de la décision
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Sujets: theorie de la decision

* Pour d’autres choix de perte, la déecision optimale sera
differente

» pour la perte L(t,4(x)) = |9(x)-t|, la décision ¢j(x) devrait étre la
médiane de p({|x,w)
* Par chance, la mediane d’'une gaussienne est aussi la

moyenne!

» pour d’autres choix de modéle probabiliste p(¢|x,w), ce pourrait ne
pas etre le cas
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Sujets: generalisation

* Analysons la performance espéree de generalisation d’'un
modele donné y(x, w) de régression :

C ) [ L(t, y(x, w) //{y x, W) — t}*p(x, t)dxdt

ou p(x,t) est la vraie distribution des exemples (x,1)

 Changement a la notation : on note explicitement selon
quelles variables aleatoires on fait 'esperance, en ajoutant
'information en indice
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Sujets: generalisation

* Analysons la performance espéree de generalisation d’'un
modele donné y(x, w) de régression :

C ) [ L(t, y(x, w) //{y x, W) — t}*p(x, t)dxdt

ou p(x,t) est la vraie distribution des exemples (x,1)

e On s’interesse plus specifiguement au cas ou le modele w

est celui obtenu aprés s’étre entrainé sur D
: ST Tad) L adT
» en regression linéaire, lorsque W = ()\I + P <I>) OB |
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Sujets: generalisation

* Analysons la performance espéree de generalisation d’'un
modele donné y(x, w) de régression :

x| L(t, y(x; D)) //{y x; D) — t}*p(x, t)dxdt

ou p(x,t) est la vraie distribution des exemples (x,1)
* Pour traiter le cas général, on va plutot noter notre

modele y(x; D)

» c’est le modele obtenu apres avoir entrainé sur D
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Sujets: generalisation

* Analysons la performance espéree de generalisation d’'un
modele donné y(x, w) de régression :

o B [L(t,y(x;D))]| = Ep

[ [weaD) ~ 70 yixar

ou p(x,t) est la vraie distribution des exemples (x,1)

* Dans ce qui suit, on va noter h(x) = Elt
modele possible, i.e. celui qu’on cherche
(voir diapositives sur la theorie de la decision)

x| le meilleur
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Sujets: biais, variance, bruit

 On peut montrer que :

D [43(,(’,5) L(t, y(x; D))]] = (bias)” 4 variance + noise

bins)? = [ {Eplylxi D)) - h(x))*p(x) dx
variance = / o [{y(x; D) — Eply(x; D)]}?| p(x) dx
noise = /{h(x) — t}p(x,t) dx dt
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Sujets: biais

 On peut montrer que :

ip |Ex,t)[L(t, y(x;D))]| = (bias)? + variance + noise

(bias)? = / (Enly(x; D)) — h(x)}2p(x) dx

A quel point le modéle «moyen» donné par I'algorithme

d’apprentissage sera proche du meilleur modele possible
h(x) = E[t|x], i.e. est-ce que l'algorithme
d’apprentissage est capable de modéliser h(x)
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Sujets: variance

 On peut montrer que :

D [43(,(,,5) L(t, y(x; D))]] = (bias)” 4 variance + noise

A quel point le modele donné par l'algorithme
d’apprentissage varie d’'un ensemble d’entrainement a l'autre

variance — / ip [{y(x: D) — Eply(x; D)]}?] p(x) dx
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Sujets: bruit

 On peut montrer que :

D [43(,(,,5) L(t, y(x; D))]] = (bias)” 4 variance + noise

A quel point il y a du bruit dans la cible a prédire, i.e.
a que point elle varie autour de son esperance conditionnelle
(ne depend pas de l'algorithme d’apprentissage)

noise = /{h(X) — t}p(x,t) dx dt
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DECOMPOSITION BIAIS-VARIANCE

bruit

* On bon algorithme d’apprentissage aura un bon
compromis entre son biais et sa variance

» si la capacité augmente, le biais diminue et la variance augmente

» si on regularise, la variance diminue, mais le biais augmente

* La decomposition biais-variance illustre donc plus
formellement les phenomene de sur-apprentissage et sous-
appprentissage

» pas assez de capacité = biais tres eleve = mauvaise generalisation

» trop de capacite =» variance tres elevée =» mauvaise généralisation
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Sujets: réesume de la régression lineaire

* Modele: y(x,w) Z widi(x) =w' P(x)

p(tix, w, ) = N(t\y(xa w),37")
e Entrainement: W = ()\I + <I>T<I>) - d't

(maximum de vraisemblance si A=0 ou maximum a posteriori si \>0)
* Hyper-parametre : A

e Prédiction : y(x,w)
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