


Sujets: predicteur non-lineaire

* On a vu plusieurs algorithmes qui produisent des modeles
lineaires (regression ou classification)

* Malheureusement, pas tous les problemes peuvent etre
résolus avec un modele lineaire

* Par contre, on peut obtenir des modeles non-lineaires a
'aide de fonctions de base non-lineaires
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Sujets: fonctions de base polynomiales

* Exemple : fonctions de bases polynomiales (1.1) by

* On retrouve alors la regression polynomiale
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Sujets: fonctions de bases
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Sujets: noyau, methodes a noyaux

* On va maintenant voir une fagon tres simple d’introduire
des fonctions de bases non-lineaires dans un modele

lineaire
» les fonctions de bases vont etre deéfinies implicitement (pas besoin

de représenter explicitement en mémoire ¢(x)!)

» on aura seulement a calculer une comparaison k(x, x’) entre les
J /
entrees X et X

e La fonction k(x,x’) est appelée un noyau

» les algorithmes utilisant un noyau sont appelees
meéthodes a noyaux
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Sujets: regression

* Revenons au probleme de la regression (réegularisee) :

_EN T _ 2 é T
J(W)—ZZ{W P(x) — tn | —|—2WW

e Si on fixe le gradient par rapport a w a 0, on observe que

N N
W= _ {WT¢(Xn) — tn} P(x,) = 2an¢(xn) — Pla
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Sujets: regression

* Dong, la solution w est simplement une somme pondeérée
des entrees x, dans I'ensemble d’entrainement

r 1

la: (CI,l,...,CLN)T

N
W = Zanqb(xn) =P a
n=1

ou chaque a, est la contribution de ¢(x,)a la solution

e Idée : plutot qu’optimiser par rapport a w, optimisons

par rapporta a
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Sujets: représentation duale

e Si on remplace w par & a, on peut démontrer qu’on
obtient

1 1 ))
J(a) = 5a--<I><I>T<I><I>Ta —a'®P 't + 5tTt + 5a’I‘<I><I>Ta

e C’est la représentation duale de J(w)
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Sujets: representation duale, matrice de Gram

e Si on remplace w par & a, on peut démontrer qu’on
obtient
1 1 A

J(a) = §aTKKa —a'Kt+ §tTt — gaTKa
e On va aussi noter @(x,,)" & (X)) = k(Xn, Xm)

e La matrice de Gram K contient tous les

Knm — k(X’m X’m)

de ’ensemble d’entrainement
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Sujets: représentation duale

e Si on remplace w par & a, on peut démontrer qu’on
obtient

1 1 A
J(a) = §aTKKa —a'Kt+ §tTt — gaTKa

e En fixant a O les gradients par rapport a a, on obtient

a=(K+\y) 't
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Sujets: représentation duale

* Pour faire une prediction :
y(x) = wle(x) = aT®p(x) = k(x)T (K + M) 't

ou k(x) = (k(x1,%x),...,k(xnN, X))T
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Sujets: régression a noyau

e Algorithme de regression a noyau
» entrainement: a = (K + )\IN)_lt
» prédiction : y(x) = k(X)Ta

* Pour exeécuter cet algorithme, on a seulement besoin de
calculer les produits scalaires du noyau

Qb(Xn)TCb(Xm) = k(Xn, Xm)

* Par contre, on doit toujours avoir acces aux entrees de

’ensemble d’entrainement
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Sujets: regression a noyau

e Algorithme de regression a noyau

» entrainement: a = (K + )\IN)_l i

» prédiction : y(x) = k(X)Ta

* Pour executer cet algorithme, on a seulement besoin de
calculer les produits scalaires du noyau

¢(Xn)T¢(Xm) = k(xn,Xm)
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Sujets: astuce du noyau

e Lastuce du noyau vise a exploiter cet observation

» peut-on définir des noyaux tels que calculer k(x,,Xx,) est plus

efficace que de calculer ¢(x,,) et ¢(X,,) et ensuite
faire ()" (2 )?
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Sujets: astuce du noyau

* La reponse est oui !

3 multiplications et | addition

* Exemple (D=2): f
k(x,z) = (XTZ)2 = (2121 + T222)°

22 22
Ti{2] + 2x1212229 + X525

(33%, \/53313327 :E%)(Z%, \/§Z1Z27 Z%)T

d(x)" ¢(z)
N\

2 fois 4 multiplications (construire ¢(x)et ¢(z))
suivi de 3 multiplications et 2 additions (produit scalaire)
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Sujets: noyau polynomial

* Une forme generale est le noyau polynomial
M
k(x,x") = (x*x' + ¢)
ou c est une constante >0

* On peut montrer que le ¢(x) implicite contient tous les
produits possibles entre au plus M elements de x

¢(x) = (co,
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Sujets: noyau polynomial

* Une forme generale est le noyau polynomial
M
k(x,x") = (x*x' + ¢)
ou c est une constante >0

* On peut montrer que le ¢(x) implicite contient tous les
produits possibles entre au plus M elements de x

¢(x) = (co, c121,...,CDTD,

2
C11Lq1,C12L1X2, . - .,

3 2
C111L1,C112L1X2,C123L1L2L3, . . . )
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SUjEtS: nombre de paramétres -

* Notre modele de regression aura plus de parametres

D D D

y(xX, W) = wy + szxz + L wax T; + L L wakxzxjxk

1=1 j7=1 1=1 j7=1 k=1

» pour M = 3 ,onamaintenant 1 + D + D? + D3 parameétres

e De fagon générale, augmente selon O(DM) !
» pour D=100, M=3, on a dé¢ja plus d’'un million de parametres
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SUjEtS: nombre de paramétres -

* Notre modele de regression aura plus de parametres

D D D

y(xX, W) = wy + szxz + L wax T; + L L wakxzxjxk

1=1 j7=1 1=1 j7=1 k=1

_ : 2 3

On n’a plus a apprendre un
-+ De faconsé parametre w explicitement !
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MALEDICTION DE LA DIMENSIONNALITE

malediction de la dimensionnalite
RAPPEL |

 La difficulte a bien généraliser peut donc potentiellement
augmenter expohnentiellement avec la dimensionnalite
D des entrees

e Cette observation est appelée la malediction de la
dimensionnalité

* Necessite le design de modeles / algorithmes appropries
pour chaque probleme

» on cherche des modeles / algorithmes qui vont bien exploiter les

donnees a notre disposition
20 HUGO LAROCHELLE



MALEDICTION DE LA DIMENSIONNALITE

malediction de la dimensionnalite
RAPPEL|

 La difficulte a bien généraliser peut donc potentiellement
augmenter expohnentiellement avec la dimensionnalite
D des entrees

o (

‘ On risque quand meme d’étre victime de sur-apprentissage,

lorsque la dimensionnalite (implicite) de ¢(x)augmente

* Necessite le design de modeles / algorithmes appropries
pour chaque probleme

» on cherche des modeles / algorithmes qui vont bien exploiter les

donnees a notre disposition
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Sujets: astuce du noyau

e Lastuce du noyau vise a exploiter cet observation

» peut-on définir des noyaux tels que calculer k(x,,Xx,) est plus

efficace que de calculer ¢(x,,) et ¢(X,,) et ensuite
faire ()" (2 )?
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Sujets: noyau polynomial

* Une forme generale est le noyau polynomial
M
k(x,x") = (x*x' + ¢)
ou c est une constante >0

* On peut montrer que le ¢(x) implicite contient tous les
produits possibles entre au plus M elements de x

¢(x) = (co, c121,...,CDTD,
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Sujets: construction de noyau

* Regles pour construire de nhouveaux noyaux valides

X, X' )
X, X' )
X, X') =
X, X' )
X, X' )

cki(x,x")
f(x)k1(x,x") f(x)
q (kl (Xa X/)>

exp (k1(x,x"))
ki(x,x") + ko(x,x")

ki(x, x")ko(x,x")

ks (¢(x), (X))

x ' Ax’

ko(Xa, X)) + kp(xp, X))
ka(Xa, X, ) kp(Xp, X))

ou ¢>0, f(x) est une fonction, g(a) est un polynéme avec coefficients

positifs, A est une matrice définie positive et x=(x4,X5).

Les noyaux ki, k2, ks, k. et ki, doivent etre valides.
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Sujets: construction de noyau

e Exemple : ckq(x,x’) ou ¢>0

ck1(x,x") = cg'(x) " o' (x')
— (Veo' (%)) (Ve (x))
= ¢(x) " ¢(x)

25 HUGO LAROCHELLE



Sujets: noyau gaussien

* Un noyau souvent utilisé est le noyau gaussien :

k(x,x") = exp (—HX — X'H2/202)

* Est valide puisque :

Ix — x| =x"x+ (x')'x —2x'x’

k(x,x") = exp (—x'x/20%) exp (x ' x'/0”) exp (—(x') "% /207)
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Sujets: noyau gaussien

* Un noyau souvent utilisé est le noyau gaussien :

k(x,x") = exp (—HX — X'H2/202)

* Est valide puisque :

Ix — x| =x"x+ (x')'x —2x'x’

— N

k(x,x")

= cky(x,x)

k(x,x") = exp (—x'x/20%) exp (x ' x'/0”) exp (—(x') "% /207)
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Sujets: noyau gaussien

* Un noyau souvent utilisé est le noyau gaussien :

k(x,x") = exp (—HX — X'H2/202)

ity

»
x\
|

Ck‘l(X,X/)
k(x,x") = exp(ki(x,x"))
* Est valide puisque :

Ix — x| =x"x+ (x')'x —2x'x’

—
— N

k(x,x") = exp (—x'x/20%) exp (x ' x'/0”) exp (—(x') "% /207)
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Sujets: noyau gaussien

* Un noyau souvent utilisé est le noyau gaussien :

k(x,x") = exp (—||x — x'||*/20?) k(x,X) = cki(x,X)
k(x,x") = exp(ki(x,x"))
* Est valide puisque : k(x,x') = f(x)ki(x,x)f(x)

Ix — x| =x"x+ (x')'x —2x'x’

—
— N

k(x,x") = exp (—x'x/20%) exp (x ' x'/0”) exp (—(x') "% /207)
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Sujets: noyau gaussien

* Un noyau souvent utilisé est le noyau gaussien :

k(x,x") = exp (—HX — X'H2/202)

e On peut méme montrer que le ¢(x) est un vecteur de
taille infinie !
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Sujets: construction de noyaux

* On peut egalement definir des noyaux pour des entrees
qui ne sont pas des vecteurs x de taille fixe
» chaines de caracteres
» ensembles de vecteurs

» etcC.

* Noyau de Fisher : un paradigme pour dériver de nouveaux
noyaux a partir de modeles probabilistes generatifs

» voir fin de la section 6.2
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Sujets: resume de la regression a noyau

e Modéle: y(x) = W' ¢(x) = Z (%, X )
p(tx, 8) = N(tly(x), 87"

e Entrainement: a = (K + \I[) 't

e Hyper-parameétres : A et ceux dans le noyau k(x,xy)

» c et M pour le noyau polynomial
2 :
» 0~ pour le noyau gaussien

* Prédiction : y(x)
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Sujets: lien entre capacité et noyau

e Modéle: y(x) = W' ¢(x) = Z (%, X )

* Noyau polynomial k(x,x’) = (XTx’ c)M

» plus M est grand, plus le modele a de la capacite

* Noyau gaussien k(x, X’) — exp (—HX — X/H2/202)

» plus 0° est petit, plus le modele a de la capacite
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