


Sujets: régression a noyau

e Algorithme de regression a noyau
» entrainement: a = (K + )\IN)_lt
» prédiction : y(x) = k(X)Ta

* Pour exeécuter cet algorithme, on a seulement besoin de
calculer les produits scalaires du noyau

Qb(Xn)TCb(Xm) = k(Xn, Xm)

* Par contre, on doit toujours avoir acces aux entrees de

’ensemble d’entrainement
2 HUGO LAROCHELLE



Sujets: régression a noyau

e Algorithme de regression a noyau

A —1
> entrainement . a — (K T )‘IN) t comparaison avec tout

» prediction : y(X) — k(X)Ta ’ensemble d’entrainement

) .v .
* Pour executer cet algorithme, on a seulement besoin de

calculer les produits scalaires du noyau

Qb(Xn)TCb(Xm) = k(Xn, Xm)

* Par contre, on doit toujours avoir acces aux entrees de

’ensemble d’entrainement
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Sujets: machine a vecteurs de support, support vector machine

* On va voir la machine a vecteur de support (support vector
machine, SVM)

» un nouvel algorithme pour la classification binaire

» apres I'entrainement, va garder seulement un sous-ensemble des
donnees d’entrainement

» plusieurs des a, dans a vont étre a ()

HUGO LAROCHELLE



Sujets: classification binaire, separabiliteé lineaire

e Cas special : classification binaire -
1

» classe Cy corresponda t = 1

» classe Co corresponda ¢t — 0 (ou t = -1) »
2

e Cas special : classification lineaire

» la surface de deécision entre chaque paire de regions de deécision est
lineaire, i.e. un hyperplan (droite pour D=2)

» on dit qu’un probleme est linéairement séparable si une
surface linéaire permet de classifier parfaitement
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Sujets: machine a vecteurs de support, support vector machine

* On va voir la machine a vecteur de support (support vector
machine, SVM)

» un nouvel algorithme pour la classification binaire

» apres I'entrainement, va garder seulement un sous-ensemble des
donnees d’entrainement

» plusieurs des a, dans a vont étre a 0

* Au centre du SVM est la notion de marge
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Sujets: fonction discriminante, vecteur de poids, biais
A

y >0 L2
y =0 -
y <0 Ri Y(xX) = W X + wy
Ro
> X
w )/ /,
P
s/ lwl
X1
>
X1
W —Wo
X =X| +1r—— [w |
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Sujets: fonction discriminante, vecteur de poids, biais
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Sujets: marge

* La marge est la plus petite distance signee entre la
surface de décision et les entrees de I'ensemble
d’entrainement

margin

8 HUGO LAROCHELLE






Sujets: machine a vecteurs de support, support vector machine

* On va voir la machine a vecteur de support (support vector
machine, SVM)

» un nouvel algorithme pour la classification binaire

» apres I'entrainement, va garder seulement un sous-ensemble des
donnees d’entrainement

» plusieurs des a, dans a vont étre a 0

* On va commencer par decrire la version parametrique
lineaire (sans noyau)
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Sujets: classifieur a marge maximale

e La distance signée pour un exemple (x,%,) est

) (b est equivalent a wy)

* Un SVM cherche a maximiser la marge

» cherche le classifieur a marge maximale

arg max {L min |, (W' @(xn) + b)) }

wo LWl n

Il HUGO LAROCHELLE



Sujets: classifieur a marge maximale

* La marge est la meéme si on multiplie
w et b par un constante (a)

tn(awT (x5,) + ab)
allw|

* On va donc contraindre la solution pour que
margin

tn (WTqb(Xn) + b) =1

pour (Xy,t,) le plus proche de la surface de décision
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Sujets: classifieur a marge maximale

* Exemple :
y = —1
y =70
y=1
O
o
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Sujets: classifieur a marge maximale

* En supposant que I'ensemble d’entrainement est
lineairement separable, on a:

f |

argwr’%ax <\ Tl mrnijn t (W (x,,) + )] )>

e Ce probleme d’optimisation est un programme quadratique

» il existe des librairies pouvant le résoudre numériquement en O ()
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Sujets: classifieur a marge maximale

* En supposant que I'ensemble d’entrainement est
lineairement separable, on a:

f |

¢ 1 )
arg max < —WWW'>
lwl[ - n ,

=1

w,b

e Ce probleme d’optimisation est un programme quadratique
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Sujets: classifieur a marge maximale

* En supposant que I'ensemble d’entrainement est
lineairement separable, on a:

P

arg max <
w,b

% 1 | \
Iwl[n (e 3],
=1

-p

.1 >
arg min — | w|
w,b

t.q. tn (WT¢(Xn) T b) > 1,

pour n=1,..., N

e Ce probleme d’optimisation est un programme quadratique

» il existe des librairies pouvant le résoudre numériquement en O ()
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Sujets: classifieur a marge maximale

* Si on suppose la separabilite lineaire, on doit optimiser

1
arg min — ||w||?
w,b

t.q. tn (W (x,) +0) =1,

pour n=1,..., N

e C’est un probleme d’optimisation (quadratique)
avec /N contraintes

16 HUGO LAROCHELLE



Sujets: classifieur a marge maximale

* On peut enlever les contraintes en introduisant des
multiplicateurs de Lagrange (voir Bishop, appendice E)

Liw,b,a) = olwl? ~ " an {ta(w"d(x,) +b) ~ 1}

ou les multiplicateurs sont a, =0

17 HUGO LAROCHELLE



Sujets: classifieur a marge maximale

* On peut enlever les contraintes en introduisant des
multiplicateurs de Lagrange (voir Bishop, appendice E)

Liw,b,a) = olwl? ~ " an {ta(w"d(x,) +b) ~ 1}

e En annulant les derivees, on obtient les conditions

N N
W = Zantnqb(xn) 0 = Zantn
n=1 n=1
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Sujets: classifieur a marge maximale

* On peut enlever les contraintes en introduisant des
multiplicateurs de Lagrange (voir Bishop, appendice E)

Liw,b,a) = 5lIWIP =3 an {ta(W () + D) — 1)

on peut exprimer w comme une

®* Ena ombinaison linéaire des entées 't I€s conditions
B — L B
N N
W = E Antnd(Xy,) 0 = E antn,
n=1 n=1
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Sujets: représentation duale, astuce du noyau

e On peut alors réécrire L(W,b,a) comme suit : O (x,) " (%)

—
—N—

N
_ Z a, — % L L A Gtttk (X, Xom)
n=1 n=1m=1
N

ou on a toujours a, =0 et E ant, = 0
n=1

* Programme quadratique de complexité dans O(N?)

e C’est la représentation duale du SVM

» nous permet d'utiliser 'astuce du noyau

19 HUGO LAROCHELLE
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Sujets: classifieur a marge maximale

* On peut demontrer que la solution satisfait

a, = 0
tny(xn) — 1 2 0
Un, {tny(xn) — 1} = 0

* Lie avec les conditions Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
(voir Bishop, appendice E)

e Les x, tels que a, > 0 sont appeles

vecteurs de support
HUGO LAROCHELLE
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Sujets: classifieur a marge maximale

* On peut demontrer que la solution satisfait

an 2 Pour chaque n

thy(xn) —1 = 0 » an = 0 ou t,y(xy)
079 {tny(xn) - 1} = 0

* Lie avec les conditions Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
(voir Bishop, appendice E)

e Les x, tels que a, > 0 sont appeles

vecteurs de support
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Sujets: classifieur a marge maximale, vecteurs de support

o Exemple . vecteurs de
— 1 O tny(Xn) — 1 support
Y= ———
y=0
y p—
o
o

2] HUGO LAROCHELLE



Sujets: classifieur a marge maximale, vecteurs de support

* Exemple :

2] HUGO LAROCHELLE

O thy(x
O Up —

0

vecteurs de
support

r_‘



Sujets: classifieur a marge maximale, vecteurs de support

* Exemple :

vecteurs de
y=—1 O tny( ) support
P
y =1

2] HUGO LAROCHELLE
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Sujets: classifieur a marge maximale, vecteurs de support

* Exemple :

HUGO LAROCHELLE

t d
O thy(xn) = 1 "peort
Oa, = 0

Solution aurait éte
identique, meme si les
points () n’avaient pas

ete dans I'’ensemble

d’entrainement!
B
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Sujets: SVM a noyau

* Prediction, dans la représentation duale

y(x)

W p(x) + b
N

Z Antnd(X,) | o(x)+ D

n=1
N

Z Aptnk(Xn,X) + b

n=1 Lseulement les vecteurs de

support vont voter !
HUGO LAROCHELLE
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Sujets: SVM a noyau

e Exemple avec noyau gaussien
() vecteurs de support

o ®— N

- y(x) = Z Antnk(X,,X) + b

n=1
23 HUGO LAROCHELLE




Sujets: SVM a noyau

* Exemple avec noyau gaussien

() vecteurs de support

y(x) = Z Antnk(X,,X) + b

n=1
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Sujets: classifieur a marge maximale -

* En supposant que I'ensemble d’entrainement est
lineairement separable, on a:

, : f 1
arg min —||w||
( 1 . ) w,b
arg max < —mﬁrﬁmﬁ% > »

pour n=1,..., N

e Ce probleme d’optimisation est un programme quadratique

» il existe des librairies pouvant le réesoudre numériquement
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Sujets: classifieur a marge maximale

* En supposant que I'ensemble d’entrainement est
lineairement separable, on a:

Quoi faire s’il y a :
AL A% - des erreurs dans 'ensemble d’entrainement 0>
W . . . \ . = =
- des exemples exceptionnellement difficiles a classifier

* .

e Ce probleme d’optimisation est un programme quadratique

» il existe des librairies pouvant le résoudre numeriquement

25 HUGO LAROCHELLE



Sujets: chevauchement de classes

* Quoi s’il y a chevauchement entre les classes ?

26 HUGO LAROCHELLE



Sujets: variables de ressort (slack variables)

* On va permettre que des exemples ne respectent pas la
contrainte de marge

1
aurglrmmiHWH2 argm1n—HWH2 -+ CZﬁn
W,b Wbén

t.q. tn (WT¢(Xn) _|_b) > 1,
pour n=1,..., N £, >0
pour n=1,..., N

e Les &, sont des variables variables de ressort

» elles correspondent aux violations des contraintes de marge

27 HUGO LAROCHELLE



Sujets: variables de ressort (slack variables)

* On va permettre que des exemples ne respectent pas la
contrainte de marge

1 1 | 1
argmininHQ argmininH2 +-
w,b W,b'
' t.q

t.q. tn (W d(xn) +0) > 1, b (Whe(xn) +0) =

pour n=1,..., N -

pour n=1,..., N

e Les &, sont des variables variables de ressort

» elles correspondent aux violations des contraintes de marge
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Sujets: variables de ressort (slack variables)

* On va permettre que des exemples ne respectent pas la
contrainte de marge

.

1
aurgmiminH2

1,
arg min — [|[w||* -

e Si&n est entre 0 et 1, ’exemple est quand méme bien

classifie

HUGO LAROCHELLE




Sujets: variables de ressort (slack variables)

* On va permettre que des exemples ne respectent pas la
contrainte de marge

1 1 r 1
argminiuw“Q argmin§HWH2 +-
w,b W,b'
dovinc .

t.q. tn (W d(xn) +0) > 1, b (Whe(xn) +0) =

pour n=1,..., N -

pour n=1,..., N

e Si &n est plus grand que 1, 'exemple est du mauvais coté de
la surface de decision et est mal classifie
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Sujets: variables de ressort (slack variables)

* On va permettre que des exemples ne respectent pas la
contrainte de marge

f B f B

1 1
arg min — ||w||? arg min — ||wl|*
w,b 2 W,b. 2
' t.q

t.q. tn (W d(xn) +0) > 1, b (Whe(xn) +0) =

pour n=1,..., N -

pour n=1,..., N

* La constante (' > 0 est un hyper-parametre

» plus il est petit, plus la capacité diminue (C=o0 revient au prob. original)

30 HUGO LAROCHELLE



Sujets: variables de ressort (slack variables)

* Exemple:
P (O vecteurs de support

Les entrées qui violent
les contraintes de marge
sont aussi des

vecteurs de support
— T
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Sujets: représentation duale

* On peut montrer que la representation duale devient

N
_ Za” _ % L L A A tntmk (X, Xm)
n=1

n=1 m=1

ou on a toujours (' =a, =0 et Zan —

* Reste un probleme de programmation quadratique, mais les
contraintes changent
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Sujets: représentation duale

* On peut montrer que la representation duale devient

Zan — — L L A Gtttk (X, Xom)

nlml

ouona toujours.an >0 et E Aply =
n=1

* Reste un probleme de programmation quadratique, mais les
contraintes changent
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Sujets: hinge loss

* On peut réecrire I'entrainement d’'un SVM sous une forme
sans contraintes

arg min —HwH2 + CZ@,,
w,b & 2

t.q. tny(x’n)z 1— fn

En 20
pour n=1,..., N
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Sujets: hinge loss

* On peut réecrire I'entrainement d’'un SVM sous une forme
sans contraintes

arg min —HwH2 + CZ@,,
w,b & 2

t.q. En > 1— tny(xn)

En 20
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Sujets: hinge loss

* On peut réecrire I'entrainement d’'un SVM sous une forme
sans contraintes

arg min —HwH2 + CZ@,,

e - Z (0.1 = tay(x,)) + A [w]
arg min max — pY(Xy)) + AW
b > 1 ty(x) wi ’
o (A=1/(2C))

pour n=1,..., N
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Sujets: hinge loss

* On peut réecrire I'entrainement d’'un SVM sous une forme
sans contraintes

1 — vyt hinge loss
argm1n—|\w\]2+czgn [ Yn ]_|_ (hing )

e - Z (0.1~ tay(x)) + N wl]
arg min max — pY(Xy)) + AW
b > 1 ty(x) wi ’
o (A=1/(2C))

pour n=1,..., N
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Sujets: cross-entropie -

 Maximiser la vraisemblance est équivalent a minimiser la log-
vraisemblance négative

E(w)=—Inptlw)=—) {tpalny, + (1 —t,)In(1—y,)}

n=1

cross-entropie (binaire)

* Malheureusement, minimiser cette fonction ne se fait pas
analytiquement

» on va devoir trouver le minimum de fagon numerique
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Sujets: hinge loss

* On peut réecrire I'entrainement d’'un SVM sous une forme
sans contraintes

" - hinge I
al‘griliIl%HWHQ + ) & [1 yntn]_|_ (hinge loss)

N
arg min max(0, 1 — t,y(x,)) + A\ |w||?
En > 1— thy(xn) » T; ( (%Xn)) Il

w, b

.

t.q.

En 20

pour n=1,..., N
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Sujets: hinge loss

* On peut réecrire I'entrainement d’'un SVM sous une forme
sans contraintes

1 — yntn]+ (hinge loss)

.

. 1 IN
arg Iilln §HWH2 + CY &
W, n=1 —

N
arg min max(0, 1 — t,y(x,)) + A\ |w||?
En > 1— thy(xy) ‘ T; ( (X)) |w]

w, b

t.q.

En 20

N
pour n=1,..., N | arg min Z In(1 + exp(—tny(xn))) + >‘HWH2

w, b n=1

forme equivalente a la regression logistique
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Sujets: hinge loss

* La regression logistique est donc une version «lisse» d’'un SYM

4 — 1ty(x < 0] (i.e. erreur O/1)

—— max(0,1 — ty(x))
—— In(1 + exp(—ty(x)))
— (t—y(x))?

- ty(x) (distance signée)
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Sujets: resume du SVM (sans noyau)

e Modéle : y(x) = w" ¢(x) + b

* Entrainement : résoudre programme quadratique

. 1 IN
arg min §||WH2 —+ CZgn
Wab n=1

t.q. tny(xn)z 1— gn

§n 20
pour n=1,..., N

* Hyper-parametre :

e Prédiction : C; si y(x)=0, sinon C»
40 HUGO LAROCHELLE



Sujets: resume du SVM (avec noyau)

e Modéle : y(x) = w" ¢(x) + b

* Entrainement : résoudre programme quadratique (voir équation 7.36 pour obtenir b)

N 1 N N
arg min Z — 5 p > namtntmk(xnaxm)
n=1 =1 m=1
a, <C pour n=1,...,N plusieurs des a, seront O !

- 0<
N —

Z —

* Hyper-parametre :

e Prédiction : C; si y(x)=0, sinon Cs
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Sujets: lien entre capacité et '/ noyau

* Plus C est petit, plus la capacité diminue

* Noyau polynomial k(x,x’) = (x"x’ + c)M

» plus M est grand, plus le modele a de la capacite

* Noyau gaussien k(x,x’) = exp (—||x — x'||*/20°)

» plus o est petit, plus le modele a de la capacite
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Sujets: extensions des SVMs

* Peut étendre a I'estimation d’'une probabilité p(t = 1|x) = o (Ay(x) + B)

» voir fin de section 7.1.| (Platt scaling)

* Peut etendre a la regression

A

. . y(.ﬁU) y—|—e
» voir section 7.1.4
§>0 Y
y—E
[ ]
&> 0
>
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