


Sujets: types d’apprentissage

* || existe differents types d’apprentissage

» apprentissage supervise :il y a une cible a predire

D — {(X17t1)7 SR (XNatN)}

» apprentissage non-supervise : cible n’est pas fournie

D = {x1, ... , Xn}

» apprentissage par renforcement (non couvert dans ce cours)
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Sujets: apprentissage non-supervise, estimation de densite

e 'apprentissage non-supervise est lorsqu’une cible n’est pas
explicitement donnée

» estimation de densité : apprendre la loi de probabilité p(x)
ayant genere les donnees

- pour generer de nouvelles données realistes
- pour distinguer les «vrais» données des «fausses» données (spam filtering)

- compression de donneées

3 HUGO LAROCHELLE



Sujets: apprentissage non-supervise, partitionnement -

e 'apprentissage non-supervise est lorsqu’une cible n’est pas
explicitement donnée

» partitionnement de donnees / clustering

R »{“‘555}
5 5 b %

{66 00o6}
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Sujets: melange de gaussiennes

* Un melange de gaussiennes suppose que les donnees ont
ete générees comme suit :

» pourn=1.. N

- choisit un entier k € {1,...,K} selons probabilités 71, ..., Tk

- génére x, d’'une loi de la loi de probabilit¢ N (x,, |, 2x)

» En mots :les entrees sont des echantillons d’'une de K differentes

lois gaussiennes, ayant chacune des moyennes et covariances
differentes

6 HUGO LAROCHELLE



Sujets: melange de gaussiennes

* Exemple de données generees d’'un melange de
gaussiennes (K=3)

la couleur indique
de quelle gaussienne
a ete echantillonnée
le point
I— ——

1 I

0.5
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Sujets: probabilite a priori du choix de la gaussienne

e On va noter z la variable aléatoire correspondant a

'identité de la gaussienne qui a genére une entree x

» format one-hot : z;—1 si X a éte genereée par la k® gausssienne

* La probabilite de choisir la k¢ gausssienne est donc

p(Zk — 1) — Tk

8 HUGO LAROCHELLE



Sujets: probabilite a priori du choix de la gaussienne

e On va noter z la variable aléatoire correspondant a

'identité de la gaussienne qui a genére une entree x

» format one-hot : z;—1 si X a éte genereée par la k® gausssienne

e Puisque z est one-hot, on peut aussi ecrire

K
p(z) = | [ =}
k=1

9 HUGO LAROCHELLE



Sujets: fonction de densite conditionnelle de 'entree

e Sachant z la probabilite (fonction de densite) de x est

p(x|zr = 1) = N (x|, i)

_ 1 1 1 Ty —1
qu’'on peut aussi ecrire
K
p(xlz) = | | NV (xlp, i)™
k=1

10 HUGO LAROCHELLE



Sujets: reseau bayesien

* On peux illustrer un melange de gaussiennes sous la forme
du réseau bayésien (modele graphique) suivant :

Il HUGO LAROCHELLE
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Sujets: reseau bayesien

* On peux illustrer un melange de gaussiennes sous la forme
du réseau bayésien (modele graphique) suivant :
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Sujets: approche probabiliste generative

* On va supposer que les donnees ont ete generees selon le
processus suivant (cas binaire) :

» pourn=1.. N
- assigne t,—1 avec probabilité p(C1) = 7 et t,—0 avec probabilité p(C2) =1 —7
- si t,=1, génére x, de la loi de probabilité p(x,,|C1) = N (x,|pn,, X)

- sinon (t,=0), génére x,, de la loi de probabilité p(x,|C2) =N (x,|t5, X)

» En mots : les entrées sont des echantillons d’une loi gaussienne, mais
de moyennes differentes pour les differentes classes

12 HUGO LAROCHELLE



Sujets: melange de gaussiennes

 Dans un melange de gaussienne, I'appartenance aux K
gaussiennes («classes») n’est pas connue

1 I

0.5
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1 X

0.5

13 HUGO LAROCHELLE



Sujets: fonction de densitée marginale des entrees

e Puisqu’on ne connait pas I'appartenance aux gaussiennes
(z), on va s’interesser a la probabilite marginale :

K
ZP p(x|z) =) N (x|py, i)
k=1

e C’est de cette fagon qu’'on va mesurer la performance de
notre modele

14 HUGO LAROCHELLE






Sujets: melange de gaussiennes

* Un melange de gaussiennes suppose que les donnees ont
ete générees comme suit :

» pourn=1.. N

- choisit un entier k € {1,...,K} selons probabilités 71, ..., Tk

- génére x, d’'une loi de la loi de probabilit¢ N (x,, |, 2x)

» En mots :les entrees sont des echantillons d’'une de K differentes

lois gaussiennes, ayant chacune des moyennes et covariances
differentes
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Sujets: melange de gaussiennes

* Exemple de données generees d’'un melange de
gaussiennes (K=3)

la couleur indique
de quelle gaussienne
a ete echantillonnée
le point
I— ——

1 I

0.5
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Sujets: melange de gaussiennes

 Dans un melange de gaussienne, I'appartenance aux K
gaussiennes («classes») n’est pas connue

1 X

0.5

18 HUGO LAROCHELLE



PARTITIONNEMENT DE DONNEES

partitionnement de données, clustering

e A partir d'un mélange de gaussiennes entraine, on pourrait
inferer a quelle gaussienne appartiennent les entrées

» on pourrait alors automatiquement categoriser nos donnees en
fonction des probabilites d’appartenance a chacune des gaussiennes

e Cette application s’appelle le partitionnement de
données (clustering)

» permet de «mettre de 'ordre» dans les donnees

» permet de visualiser les donnees une partition a la fois
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Sujets: probabilite d’appartenance, responsability

e A l'aide de la régle de Bayes, on obtient la probabilité
d’appartenance a la £°® gausssienne suivante :

p(zk = 1)p(x|z = 1)

Zp p(x|z; = 1)

ﬂ-k'N(X‘u'k? Ek)

K
Z TN (x|p, ;)
j=1

20 HUGO LAROCHELLE

v(zk) = plzr = 1x) =




Sujets: melange de gaussiennes

 Dans un melange de gaussienne, I'appartenance aux K
gaussiennes («classes») n’est pas connue

1 X

0.5
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Sujets: melange de gaussiennes

* |llustration des probabilites d’appartenance, pour chaque
entree

0.5
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Sujets: partitionnement de données, clustering

e Lors du partitionnement, on assigne chaque entree x a la

gaussienne ayant associee a la plus grande probabilite
d’appartenance

R »{“‘555}
5 5 b %

{66 00o6}
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Sujets: partitionnement de données, clustering

e Lors du partitionnement, on assigne chaque entree x a la

gaussienne ayant associee a la plus grande probabilite

e (1) plus levée

R »{“‘555}
5 5 b %

{66 00o6}
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Sujets: partitionnement de données, clustering

e Lors du partitionnement, on assigne chaque entree x a la

gaussienne ayant associee a la plus grande probabilite

e (1) plus levée

R »{“‘555}
5 5 b %

{66 00o6}
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Sujets: partitionnement de données, clustering

 On n’a pas de garanties qu’on va retrouver les «vraiesy»
categories !

|. les données de chaque catégorie ne sont peut-étre pas gaussiennes

2. le modele de mélange entrainé n’est peut-étre pas bon
(plus la-dessus plus tard)

* Plus les donnees des differentes categories seront bien
separees (pas entrelacees), meilleurs seront les resultats

24 HUGO LAROCHELLE






PARTITIONNEMENT DE DONNEES

partitionnement de données, clustering

RAPPEL

e A partir d'un mélange de gaussiennes entraine, on pourrait
inferer a quelle gaussienne appartiennent les entrées

» on pourrait alors automatiquement categoriser nos donnees en
fonction des probabilites d’appartenance a chacune des gaussiennes

e Cette application s’appelle le partitionnement de
données (clustering)

» permet de «mettre de 'ordre» dans les donnees

» permet de visualiser les donnees une partition a la fois
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Sujets: partitionnement de données, clustering

inferer a quelle gaussienne appartiennent les entrées

» on pourrait alors automatiquement catégoriser nos donnees en
fonction des probabilites d’appartenance a chacune des gaussiennes

o Cette application s’appelle le partitionnement de
donneées (clustering)

» permet de «mettre de 'ordre» dans les données

» permet de visualiser les donnees une partition a la fois
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Sujets: melange de gaussiennes

 Dans un melange de gaussienne, I'appartenance aux K
gaussiennes («classes») n’est pas connue

1 X

0.5
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Sujets: fonction de densitée marginale des entrees

e Puisqu’on ne connait pas I'appartenance aux gaussiennes
(z), on va s’interesser a la probabilite marginale :

K
ZP p(x|z) =) N (x|py, i)
k=1

e C’est de cette fagon qu’'on va mesurer la performance de
notre modele

28 HUGO LAROCHELLE




Sujets: maximum de vraisemblance

* On va entrainer un melange de gaussiennes par maximum
de vraisemblance

In p(X|m, p, 2 Zln wa Xp|pty, Bi)
n=1

» on va maximiser la (log-)vraisemblance marginale des données
d’entrainement

29 HUGO LAROCHELLE



Sujets: maximum de vraisemblance

* On va entrainer un melange de gaussiennes par maximum
de vraisemblance

In p(X|m, p, 2 Zln wa Xp|pty, Bi)
n=1

W—/
probabilite

de tous les x,,

» on va maximiser la (log-)vraisemblance marginale des données
d’entrainement
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Sujets: maximum de vraisemblance

* On va entrainer un melange de gaussiennes par maximum
de vraisemblance

In p(X|m, p, 2 Zln wa Xp|pty, Bi)
n=1

* Cas [ : la solution doit satisfaire

N
0— _ Z TN (X | g, i) S (% — i)

Z Uy (Xn‘ﬂja 35)
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Sujets: maximum de vraisemblance

* On va entrainer un melange de gaussiennes par maximum
de vraisemblance

In p(X|m, p, 2 Zln wa Xp|pty, Bi)
n=1

* Cas [ : la solution doit satisfaire

— — Z ¥ (2nk) 3 (Xn — 1)

n=1
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Sujets: maximum de vraisemblance

* On va entrainer un melange de gaussiennes par maximum
de vraisemblance

In p(X|m, p, 2 Zln wa Xp|pty, Bi)
n=1

e Cas [4;.:si on suppose que les V(zuk) sont fixes

1 .
M = m ;W(Z’nk)xn , ou Ny = ZV(an)
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Sujets: maximum de vraisemblance

* On va entrainer un melange de gaussiennes par maximum
de vraisemblance

In p(X|m, p, 2 Z In Z TN (X |y, i)
n—=1
e Cas 7 :on utilise un multiplicateur de Lagrange

K
Inp(X|m, @, ) + A (Z T — 1)
k=1
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Sujets: maximum de vraisemblance

* On va entrainer un melange de gaussiennes par maximum
de vraisemblance

In p(X|m, p, 2 Zln wa Xp|pty, Bi)
n=1

e Cas 7 :la solution doit satisfaire
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Sujets: maximum de vraisemblance

* On va entrainer un melange de gaussiennes par maximum
de vraisemblance

In p(X|m, p, 2 Zln wa Xp|pty, Bi)
n=1

e Cas 7} :si on suppose que les 7(znk) sont fixes

Tk — ——

N
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Sujets: maximum de vraisemblance

* On va entrainer un melange de gaussiennes par maximum
de vraisemblance

In p(X|m, p, 2 Zln wa Xp|pty, Bi)
n=1

e Cas X, :si on suppose que les Y(zn1) sont fixes

2 = Nik Z’V(an)(xn — Nk)(xn o “k)T
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Sujets: Algorithme EM

* Les solutions pour w, 7, X supposent que les v(2nk )
sont fixes

» par contre, changer f1;, T et X va changer (2,1 )

» la supposition que les v(z,,% ) ne changeront pas est donc fausse

e Solution : on alterne entre calculer vy(z,1) et (s, Tk, Xk
|. Etape Estimation : calcul de tous les (2,1 )

2. Etape Maximisation : calcul des pt;., 7 et X},

* On appelle cela 'algorithme EM
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Sujets: Algorithme EM

¢ Pseudocode

. Imtialize the means p,, covariances 3 and mixing coefficients 7, and
evaluate the 1nitial value of the log likelihood.
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Sujets: Algorithme EM

¢ Pseudocode

2. K step. Evaluate the responsibilities using the current parameter values

WkN(Xn“'l’m Ek)

ZTFJ Xn“*"gv )

V(2nk) =
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39

Sujets: Algorithme EM

¢ Pseudocode

3. M step. Re-estimate the parameters using the current responsibilities

1
L= Znk ) Xn
[y, N nEﬂv( )
1 N
new new new T
2 — N, E V(an) (Xn — My ) (Xn — My )
n=1
new Ng
’ﬂ' p— —_—
K N
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Sujets: Algorithme EM

¢ Pseudocode

4. Evaluate the log likelihood

Inp(X|p, X, 7)) = Zln {Zwk./\f(xnuk, Ek)}

k=1

n=1

and check for convergence of either the parameters or the log likelihood. If
the convergence criterion 1s not satisfied return to step 2.

40 HUGO LAROCHELLE



Sujets: Algorithme EM

¢ Pseudocode

4. Evaluate the log likelihood on a validation set

Inp(X|p, X, 7)) = Zln {Zwk./\f(xnuk, Ek)}

k=1

n=1

and check for convergence of either the parameters or the log likelihood. If
the convergence criterion 1s not satisfied return to step 2.
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Sujets: Algorithme EM

* Exemple d’execution de l'algorithme EM

O
??

Initialisation
ﬁ

iﬁ
O
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Sujets: Algorithme EM

* Exemple d’execution de l'algorithme EM

Etape E

i
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Sujets: Algorithme EM

* Exemple d’execution de l'algorithme EM

2 .
Etape M
P
O £
=2k
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Sujets: Algorithme EM

* Exemple d’execution de l'algorithme EM

2 .
Apres 2 itérations...
I — T
O £
=2k
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Sujets: Algorithme EM

* Exemple d’execution de l'algorithme EM

2 .
Apres 5 iterations...
I — T
O £
=2k
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Sujets: Algorithme EM

* Exemple d’execution de l'algorithme EM

2 .
Apres 20 iterations...
B — T
O £
=2k
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Sujets: maximum de vraisemblance -

* On va entrainer un melange de gaussiennes par maximum
de vraisemblance

In p(X|m, p, 2 Zln wa Xp|pty, Bi)
n=1

W—/
probabilite

de tous les x,,

» on va maximiser la (log-)vraisemblance marginale des données
d’entrainement
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Sujets: Algorithme EM

* Les solutions pour w, 7, X supposent que les v(2nk )
sont fixes

» par contre, changer f1;, T et X va changer (2,1 )

» la supposition que les v(z,,% ) ne changeront pas est donc fausse

e Solution : on alterne entre calculer vy(z,1) et (s, Tk, Xk
|. Etape Estimation : calcul de tous les (2,1 )

2. Etape Maximisation : calcul des pt;., 7 et X},

* On appelle cela 'algorithme EM
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50

Sujets: Algorithme EM

* On va faire une derivation alternative de EM qui va nous
permettre de

» comprendre pourquoi on peut s’attendre a ce que l'algorithme
converge

» voir comment on pourrait le genéeraliser a d’autres modeles de
melange
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Sujets: Algorithme EM

e On commence par remarquer qu’on peut ecrire

In p(X|0) = L(q,0) + KL(q||p)

R
KLlp) — - oz {2E20

51 HUGO LAROCHELLE



Sujets: Algorithme EM

toutes les appartenances z,
e On commence par remarquer qu’on peut ecrire

In p(X|0) = L(q,0) + KL(q||p)

ou

>
=
D
&)

||
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Sujets: Algorithme EM

e On commence par remarquer qu’on peut ecrire

In p(X|0) = L(q,0) + KL(q||p)

R
KLlp) — - oz {2E20
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Sujets: Algorithme EM

e On commence par remarquer qu’ on peut écrire probabilité de toutes
les paires X, Z,
ou
L(q,0) =
KL(qllp) =
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Sujets: Algorithme EM

e On commence par remarquer qu’on peut ecrire

In p(X|0) = L(q,0) + KL(q||p)

R
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Sujets: Algorithme EM

e On commence par remarquer qu’on peut ecrire

Inp(X|0) = L(g,0) + KL(q||p)
probabilite conditionnelle

ou d’appartenance de toutes

les paires X, Zn,
L(q,0) = Zq { X(ZZ)‘H)} Hp<zn\xi>=HHv<znkw
KL(glp) = ->» q(Z)ln {%}
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Sujets: Algorithme EM

e On commence par remarquer qu’on peut ecrire

In p(X|0) = L(q,0) + KL(q||p)

R
KLlp) — - oz {2E20
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Sujets: Algorithme EM n’importe quelle distribution

sur toutes les appartenances z,
e On commence par remarquer qu’on peut ecrire

In p(X|0) = L(q,0) + KL(q||p)

i L(q,0) = .m{—}%}
KL(dl) = —Z-ln{ )
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Sujets: Algorithme EM

e On commence par remarquer qu’on peut ecrire

In p(X|0) = L(q,0) + KL(q||p)

R
KLlp) — - oz {2E20
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Sujets: Algorithme EM

e On commence par remarquer qu’on peut ecrire
Lidee génerale derriere

| X|160) = L(aq.0 KT, EM est d’alterner entre
np(X(6) (0,0) % (4llp) changer avec ¢(Z) (étape E)

et 0 (etape M)

T — ————

L(q,0) In p(X|6)
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Sujets: Algorithme EM

e On commence par remarquer qu’on peut ecrire

Inp(X|0) = L(q,0) + KL(q||p) Etape E : changer ¢(Z)
si q(Z) = p(Z]X, 6),
alors KL(q[|p) = 0

KL(qg|lp) =0

L(g,0°) In p(X[6°')
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Sujets: Algorithme EM

e On commence par remarquer qu’on peut ecrire

In p(X|0) = L(q,0) + KL(q||p)

KL(¢q|lp) =0

puisque KL(¢q||p) > 0,
alors L(q,0) < Inp(X|0)

L(g,0°) In p(X[6°')
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Sujets: Algorithme EM

Etape M : maximiser £(q,0)p/r a 6 .
T — e ——
In p(X|@) ne peut pas diminuer,
donc la performance doit
eventuellement converger

L(q,0"") In p(X|0"°")

y y
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Sujets: Algorithme EM

¢ Visualisation alternative :

Inp(X|0)

L (q,0)

\
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Sujets: Algorithme EM

* Lorsqu’on maximise, par rapport a 6

Zq ) Inp(X, Z|0) Zq )Ing(Z

on maximise une log-vraisemblance «compléteey, ou on
suppose qu’une entrée x, appartient Y(znx)% du temps a

chaque gaussienne &
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Sujets: Algorithme EM

* Lorsqu’on maximise, par rapport a 6

Zq ) Inp(X, Z|0) Zq )Ing(Z

= Zq ) Inp(X, Z|0) 4 const

on maximise une log-vraisemblance «compléteey, ou on
suppose qu’une entrée x, appartient Y(znx)% du temps a

chaque gaussienne &
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Sujets: Algorithme EM

* Lorsqu’on maximise, par rapport a 6

Zq ) Inp(X, Z|0) Zq )Ing(Z

= Zq ) Inp(X, Z|0) 4 const

- LLW “nk 1n(p(xn‘znk — 1)p(znk — 1)) + const
n k

on maximise une log-vraisemblance «compléteey, ou on
suppose qu’une entrée x, appartient Y(znx)% du temps a

chaque gaussienne &
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Sujets: Algorithme EM

* Lorsqu’on maximise, par rapport a 6

Zq ) Inp(X, Z|0) Zq )Ing(Z

= Zq ) Inp(X, Z|0) 4 const

- LLW “nk 1n(p(xn‘znk — 1)p(znk — 1)) + const
n k

on obtient les mises a jours de 1, , T et X vues
precedemment
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Sujets: resume du modele de melange de gaussiennes

* Modele :

K
ZP p(x|z) = >  mN (x|, Zi)
k=1

* Entrainement : algorithme EM (maximum vraisemblance)

» Etape E :calcul des y(z,1) (colle la borne £(g, ) sur Inp(X|0))

» Etape M : maximise la borne par rapport a £(q, 6)

 Hyper-parametre : K, nb. d’'itérations d’EM

e Prédiction : p(x) ou assignation a une des K gaussiennes
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Sujets: resumeé du modele de melange de gaussiennes

e Visualisation

(b)

0.5 0.5
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Sujets: details sur utilisation

* Hyper-parametres vs capacite

» plus le nombre de gaussiennes K est grand, plus la capacité augmente

» plus le nombre d’iterations d’EM augmente, plus la capacité augmente

 Pour la sélection de modeéle, on utilise In p(X) comme

mesure de performance
» plus elle est elevee, meilleure la performance

» de fagon équivalente, -In p(X) est I'erreur du modéle
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Sujets: details sur utilisation

e Existe plusieurs optima locaux (probleme non-convexe)
» initialisation est importante

» approche :initialiser les moyennes a K exemples x, aleatoires,
auxquels on ajoute du bruit gaussien
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Sujets: details sur utilisation

* Le probleme d’optimisation n’est pas bien defini

» si une gaussienne est centree sur un exemple x,, la probabilité de x;,

peut devenir infinie en faisant tendre la covariance vers 0

‘ M

p(x)

X
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Sujets: fenetre de Parzen

* La fenetre de Parzen est un melange de gaussienne ou

» K = NN :il y a une gaussienne par exemple d’entrainement
1 . N of o 1 4 . [
> T = N : chaque gaussienne a la meme probabilité a priori
» by, = Xp:chaque gaussienne est centrée autour d’'un exemple

» Y2, = 0°1 :la covariance est sphérique ( o est un hyper-param.)

e C’est un modele tres simple (voire simpliste), intéressant si
on veut seulement estimer p(x), sans partionnement
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