


Sujets: apprentissage supervise, classification, regression

e 'apprentissage supervise est lorsqu’on a une cible a
predire
» classification : la cible est un indice de classe t {1, ... , K}

- exemple : reconnaissance de caracteres

v X :vecteur des intensités de tous les pixels de I'image

v t:identité du caractere

» reégression : la cible est un nombre réel t € R

- exemple : prediction de la valeur d’'une action a la bourse

v X :vecteur contenant I'information sur l'activite eéconomique de la journée

v t:valeur d’'une action a la bourse le lendemain
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Sujets: apprentissage supervise, classification, regression

e 'apprentissage supervise est lorsqu’on a une cible a
predire
» classification : la cible est un indice de classe t {1, ... , K}

- exemple : reconnaissance de caracteres

v X :vecteur des intensités de tous les pixels de I'image

v t:identité du caractere
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Sujets: minimisation de perte (cout, erreur)
e Comme trouver w ! (probleme d’apprentissage) I

» on cherche le w* qui minimise la somme de

notre perte / erreur / cout sur 'ensemble d’entrainement

1

r e « 5 » n'est pas important (mais simplifiera certains calculs)

e Un algorithme d’apprentissage résoudrait ce probleme

» a partir des données, il va retourner w*
3 HUGO LAROCHELLE
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Sujets: regularisation

e Comment utiliser un grand M avec peu de données
» par exemple, si on connait le «vrai» M

 Regularisation : on réduit la capacité autrement

» exemple : on pénalise la somme du carrée des parametres

(i.e.la norme Euclidienne au carré) controle

/ la capacité
Z{y Ly, W) — tn} +—HWH2

| 2 T

v ou [|[W||P=wiw = wi Fwi +.. .+ w3y,
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SUjEtS: IOI d PriOri et IOI d POSteriori -

e p(W|a) exprime notre croyance a priori sur la valeur de w

» c’est une loi a priori (prior)

* Lorsqu’on observe des données, on peut mettre a jour
notre croyance

p(wx,t, a, B) o< p(t[x, w, 5)p(w|a)

» c’est la loi a posteriori (posterior)
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SUjEtS: maximum a POSteriori -

e On pourrait choisir le modele w qui est le plus

(log-)probable selon nos croyances a posteriori p(w|X,t, o, ()

» on appelle ¢a la solution maximum a posteriori

&

_Z{y T, W) —t, }* + 2W W
e Equivalent a la perte régularisée si A\ = /3

B(w) = 23" {ylaen w) — ta)* + 2wl
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Sujets: maximum a posteriori

» on appelle ¢a la solution maximum a posteriori

6 Z{y T, W) —t, }* + W W

. Equivalent a la perte régularisée si A = Oz/ﬁ
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Sujets: apprentissage bayesien

e Pourquoi choisir un seul w !

» peut-étre que d’autres valeurs de w ont aussi une probabilite a

posteriori €levee

e Cette observation motive 'apprentissage bayeésien

» on va tenir compte de notre incertitude sur la bonne valeur de w

» le résultat sera un ensemble de modeles, ou chaque modele aura
un poids p(w|«donnéesy )
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Sujets: apprentissage bayesien

* 'apprentissage bayesien ne sera pas interprétable comme
la minimisation d’'une somme de pertes (regularisee)

» c’est une approche fondamentalement differente a la minimisation
de perte

e L'apprentissage bayésien aura tendance a etre moins affecte
par le sur-apprentissage

» c’est du au fait qu’on ne se commet pas a une seule valeur du
modele (un seul w)

» on tient compte de la variance par rapport a w
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Sujets: apprentissage bayesien

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est
» définir p(«modéle» )
» définir p(«donnéesy |«modéle» )

» calculer et manipuler la loi a posteriori

p(«modéle» | «donnéesy ) o p(«donnéesy|«modéley) p(«modéley )

afin de faire des predictions sur de nouvelles données

9 HUGO LAROCHELLE
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Sujets: apprentissage bayesien

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est

et manipuler la loi a posteriori

afin de faire des predictions sur de nouvelles données
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Sujets: regression lineaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est

» définir p(«modéle» )

p(wla) = N(wl[0,a™'T)

o (M+1)/2 a o
~(3;)  ee{-3vwj

2
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Sujets: regression lineaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est
» définir p(«modéle» )

a quel point w s’éloigne de 0

p(W‘O&) — N(W|07 OKQ/ (hyper-parametre)

) (M+1)/2 a o
()" e [
2T 2
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Sujets: regression lineaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est

» définir p(«donnéesy |«modéley )

N
p(AX, w, 8) = | [ N (talw" d(x),57)
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Sujets: regression lineaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est

» définir p(«donnéesy |«modéley )

N
p(t‘X, W, 6) — H N(tn‘WT¢(Xn), /6_1) a quel point %, s’éloigne de WT¢(Xn)
n=1

v (hyper-parametre)
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Sujets: régression linéaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est

» définir p(«donnéesy |«modéley )

N
p(t‘X, W, 6) — H N(tn‘WT¢(Xn), /6_1) a quel point %, s’éloigne de WT¢(Xn)
n=1

v (hyper-parametre)

ou de fagon equivalente :

t— Pw | €

ou ¢ est gaussien, de moyenne ( et matrice de covariance 5_11
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Sujets: régression linéaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est

» calculer la loi a posteriori p(«modéle»|«données» )

On remarque que p(w,«donnéesy ) est gaussien, puisque

"% \"Y I O W

t dw + € d 1 €
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Sujets: régression linéaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est

» calculer la loi a posteriori p(«modéle»|«données» )

On remarque que p(w,«donnéesy ) est gaussien, puisque

"% \"Y I O W

t dw + € d 1 €

“V, — | - -
.l N

transformation lineaire gaussien
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Sujets: régression linéaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est

» calculer la loi a posteriori p(«modéle»|«données» )

On remarque que p(w,«donnéesy ) est gaussien, puisque

"% \"Y I O W

t dw + € d 1 €

| - - — — | - -
8 . ol g8

donc gaussien transformation lineaire gaussien
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Sujets: régression linéaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est

» calculer la loi a posteriori p(«modéle»|«données» )

On remarque que p(w,«données» ) est gaussien avec parameétre f4
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Sujets: régression linéaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est

» calculer la loi a posteriori p(«modéle»|«données» )

On remarque que p(w,«données» ) est gaussien avec paramétre XJ
cov|w] cov|w, Pw + €]

Y =

cov(®w + €, w| cov|®w + €]
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Sujets: régression linéaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est

» calculer la loi a posteriori p(«modéle»|«données» )

On remarque que p(w,«données» ) est gaussien avec paramétre XJ

a1 a et
Y, =

cov(®w + €, w| cov|®w + €]
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Sujets: régression linéaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est

» calculer la loi a posteriori p(«modéle»|«données» )

On remarque que p(w,«données» ) est gaussien avec paramétre XJ

a1 a et
Y, =

a—lq:) cov|®w + €]
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Sujets: régression linéaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est

» calculer la loi a posteriori p(«modéle»|«données» )

On remarque que p(w,«données» ) est gaussien avec paramétre XJ
_ —14/T
i | a P

Y, =
Oé_1¢ @_1¢¢T _I_/B—l:[
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Sujets: loi conditionnelle d’'une gaussienne

e Soit x = (X4,Xp)! une variable aléatoire gaussienne, de

moyenne et matrice de covariance

Eaa Eab

1L
a E -
Ly, 2ba  2ibb

”:

e La loi conditionnelle p(x,|x;) est aussi gaussienne :

oy = Mo+ ZapXpy (Xp — )
2a,|b = g — Eabz&)lzba
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o + Ban Xy, (Xp — )

Sujets: régression linéaire bayésienne Foa|b

—1
* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est 23aLIb = 2igaq — Eabzbb 2iba

» calculer la loi a posteriori p(«modéle»|«données» )

p(w,«donnéesy ) est gaussien avec parametres
0 \ a1 o 1T )
B- & = 1 1 T 1
O | a ® a PP + 5 1)
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o + Ban Xy, (Xp — )

Sujets: régression linéaire bayésienne Foa|b

—1
* En resume, I'apprentissage bayesien c'est 23aLIb = 2igaq — Eabzbb 2iba

» calculer la loi a posteriori p(«modéle»|«données» )
p(w,«donnéesy ) est gaussien avec parametres
0 \ a1 o 1T )
B- & = 1 1 T 1
O/ a ® a PP + 5 1)
donc p(w|«donnéesy ) est gaussien avec parametres
byt =a '@ ('@ + 57'T) 7't
Yiwlt a ' I—a @ (a @R + 57D
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Sujets: régression linéaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est
» calculer la loi a posteriori p(«modéle»|«données» )

p(w,«donnéesy ) est gaussien avec parametres

0 \ a1 o 1T
o 0 & = —1(1) _1(1)(I)T —1
/ Q0 Q! + B I

donc p(w|«données» ) est gaussien avec parameétres
byt =a '@ ('@ + 57'T) 7't
Yiwlt a ' I—a @ (a @R + 57D
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Sujets: régression linéaire bayesienne

* Exemple (D=1)

p(w|«données») o< p(«données»|w) p(w)
I — ——————

Echantillons de

p(w|«données» ) p(w|«donnéesy )

-] 0 1w | q 0 g |
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REGRESSION LINEAIRE BAYESIENNE

regression lineaire bayesienne
p(w|«donnéesy) o p(«données»|w) p(w)

* Exemple (D=1) — e

Echantillons de

p(w|«données») p(w|«données» )
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REGRESSION LINEAIRE BAYESIENNE

regression lineaire bayesienne
p(w|«donnéesy) o p(«données»|w) p(w)

* Exemple (D=1) — —

Echantillons de

p(w|«données») p(w|«données» )
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REGRESSION LINEAIRE BAYESIENNE

regression lineaire bayesienne

p(w|«donnéesy) o p(«données»|w) p(w)

* Exemple (D=1) — —

Echantillons de

p(w|«données») p(w|«données» )
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Sujets: apprentissage bayesien

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est
» définir p(«modéle» )
» définir p(«donnéesy |«modéle» )

» calculer et manipuler la loi a posteriori

p(«modéle» | «donnéesy ) o p(«donnéesy|«modéley) p(«modéley )

afin de faire des predictions sur de nouvelles données
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Sujets: apprentissage bayesien

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est
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Sujets: régression linéaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est
» calculer la loi a posteriori p(«modéle»|«données» )

p(w,«donnéesy ) est gaussien avec parametres

0 \ a1 o 1T
o 0 & = —1(1) _1(1)(I)T —1
/ Q0 Q! + B I

donc p(w|«données» ) est gaussien avec parameétres
byt =a '@ ('@ + 57'T) 7't
Yiwlt a ' I—a @ (a @R + 57D

31 HUGO LAROCHELLE




Sujets: prediction bayesienne

* Notre modele suppose que les données ont ete generees
par le réseau bayesien suivant :
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* Notre modele suppose que les données ont ete generees
par le réseau bayesien suivant :
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Sujets: prediction bayesienne

* Faire une prediction d’'une nouvelle cible  consiste a faire

'inférence pour cette cible, étant données t=(ti,...,tn) !
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Sujets: prediction bayesienne

* Faire une prediction d’'une nouvelle cible  consiste a faire
'inférence pour cette cible, étant données t=(i,...,ty)*

» a préedire

» connus

» Inconnu
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Sujets: loi predictive a posteriori

* On doit calculer la loi préedictive a posteriori :

Pt a, ) = / p(tlw, B)p(wit, a, 5) dw

* On voit que c’est equivalent a un ensemble (infini) ou
chaque modéle p(t|w, 3) est pondéré par p(w|t, a, 5)
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Sujets: loi predictive a posteriori

* On doit calculer la loi préedictive a posteriori :

Pt a, ) = / p(tlw, B)p(wit, a, 5) dw

* Régression linéaire : t = w ' ¢(x) + ¢
» donc t est gaussien, avec parametres
o = EIwT6(x) + elt] = L ,6(x)
7t = var(w"9(x) + elt) = () Eued(x) + 3
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Sujets: loi predictive a posteriori

* En plus d’'une prediction 4, on a notre incertitude sur

notre prédiction o,

()

0 .1
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Sujets: loi predictive a posteriori

* En plus d’'une prediction 4, on a notre incertitude sur

notre prédiction o,
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Sujets: loi predictive a posteriori

* En plus d’'une prediction 4, on a notre incertitude sur

notre prédiction o,

0 . 1
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Sujets: loi predictive a posteriori

* En plus d’'une prediction 4, on a notre incertitude sur

notre prédiction o,
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Sujets: régression linéaire bayesienne

* En resume, I'apprentissage bayéesien c’est
» calculer la loi a posteriori p(«modéle»|«données» )

p(w,«donnéesy ) est gaussien avec parametres

0 \ a1 o 1T
o 0 & = —1(1) _1(1)(I)T —1
/ Q0 Q! + B I

donc p(w|«données» ) est gaussien avec parameétres
byt =a '@ ('@ + 57'T) 7't
Yiwlt a ' I—a @ (a @R + 57D
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Sujets: loi predictive a posteriori

* On doit calculer la loi préedictive a posteriori :

Pt a, ) = / p(tlw, B)p(wit, a, 5) dw

* Régression linéaire : t = w ' ¢(x) + ¢
» donc t est gaussien, avec parametres
o = EIwT6(x) + elt] = L ,6(x)
7t = var(w"9(x) + elt) = () Eued(x) + 3
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Sujets: régression bayesienne a noyau

* On pourrait utiliser le truc du
noyau pour obtenir une version
a hoyau de la régression linéaire
bayesienne

it = Qb(X)Tll’w\t

ore = O(X) TEwed(x) +
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Sujets: régression bayesienne a noyau
bt =a '@ ('@ + 57'T) 7't

noyau pour obtenir une version ¥ = o 'T—a2®T (0 '®®T + 57'T) '@

* On pourrait utiliser le truc du

a hoyau de la régression linéaire .. mmm—— —
bayesienne

it = gb(X)Tp,W‘t

O'E‘t = P(x) " Lyt (%) [13
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Sujets: régression bayesienne a noyau
bt =a '@ ('@ + 57'T) 7't
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* On pourrait utiliser le truc du

a hoyau de la régression linéaire ——

bayesienne

e = S Thige = k()T (K + 317t

(% Xm) = = (x0) Blxn)

O'E‘t = ¢(X)Tzw‘t¢(x) | [13
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Sujets: régression bayesienne a noyau
bt =a '@ ('@ + 57'T) 7't

noyau pour obtenir une version ¥ = o 'T—a2®T (0 '®®T + 57'T) '@

* On pourrait utiliser le truc du

e

a hoyau de la régression linéaire
bayesienne

fot]t = Qb(X)TMw\t =k(x)" (K + %I)_lt

(% Xm) = = (x0) Blxn)

J?‘t = ¢(X)Tzw‘t¢(x) | /13

= k(X,X) - é k(x)' (KA éI)_lk(X)
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Sujets: equivalence avec la régression normale

e La prediction est la meme que pour la regression a noyau
non-bayésienne

» dans ce cas-ci, 'apprentissage bayesien n’apporte pas d’avantages en
terme de generalisation

» par contre, il donne une estimation de la certitude sur la prediction
faite par le modele (sa variance)
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Sujets: régression bayesienne a noyau

* On pourrait utiliser le truc du
noyau pour obtenir une version
a hoyau de la régression linéaire
bayesienne

e = 0(x) Tpge = k()T (K + L)1t

O'E‘t = P(x) " Lyt (%) [13

= k(X,X) - é k(x)' (KA éI)_lk(X)
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Sujets: processus gaussien

* On va deriver le méme algorithme autrement, sans
supposer t = w'¢(x) + €

e On va plutét poser t = y(x) + ¢ et traiter y(x) comme
une variable aléatoire

» notre a priori sur la fonction y(x) est qu’elle a été générée par un

processus gaussien

» en d’autres mots, on va utiliser un processus gaussien pour notre
p(«modéle» )
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Sujets: processus gaussien

e Si y(x) est généré d’'un processus gaussien, alors la loi de

probabilité de tout vecteur y = (y(x1),...,y(xn))"* est

p(y) — N(y|07 K) | Kpm = k(XmX’m) |

peu importe la valeur des x,, et leur nombre N

e Un processus gaussien est défini par le noyau k(x,,Xm)

» on I'appelle fonction de covariance : cov|y(xn),y(xXm)| = k(Xn,Xm)
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Sujets: processus gaussien

e Exemple de fonction y(x) générée avec un noyau gaussien

k(x,x) = exp (—||x — x[[2/20?)

3
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Sujets: processus gaussien

* On suppose que ¢ = y(X) + € ou e suit une loi A/ (€]0,371)
* Soit ty.1 = (tl, tn, t)

donneées | l nouvelle cible

d’entrainement a prédire, pour x

* Alors ty;1 suit une loi gaussienne

p(tni1) = N(tn11]0,Cnya)

ot Cni1 =Ky + 6711
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Sujets: processus gaussien

* On suppose que ¢t = y(X) 4 € ou ¢ suit une loi N(€]|0,37!) p(«données»|«modéle»)

* Soittyi1 = (t1, tN, 1)

donneées | l nouvelle cible

d’entrainement a prédire, pour x

* Alors ty;1 suit une loi gaussienne

p(tni1) = N(tn11]0,Cnya)

ot Cni1 =Ky + 6711
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Sujets: processus gaussien

* Soit la loi gaussienne

p(tN+1) — N(tN—I—1|Ov CN+1)

* On a donc que la loi conditionnelle de ? étant donnees

t=(t,...,tn) est une gaussienne de paramétres

Mt = k(x)" (K + %I)_lt
0752|t = k(x,X) + % —k(x)N (K + %I)_lk(x)
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Sujets: processus gaussien

* Soit la loi gaussienne B ,
U KT Exx)

p(tN+1) — N(tN—I—1|Ov CN+1)

* On a donc que la loi conditionnelle de ? étant donnees

t=(t,...,tn) est une gaussienne de paramétres

Mt = k(x)" (K + %I)_lt
Jtzh = k(x,X) + % —k(x)"(K + £I) 7 1k(x)
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Sujets: processus gaussien

e Soit la loi gaussienne
S F-\‘( k(x)" ]C(X,X)—F%

p(tN+1) — N(tN—I—1|Ov CN+1)

* On a donc que la loi conditionnelle de ? étant donnees

t=(t,...,tn) est une gaussienne de paramétres

. 1 1 l*l’a,|b = M, T+ Zabz&)l (Xb _ I'l’b)
:ut|t — k(X) (K T EI) t 2a|b — Ea,a, — Eabz&lzba
— T ——

Jtzh = k(x,X) + % —k(x)N (K + %I)_lk(x)
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Sujets: resume de la regression lineaire bayesienne

e Modéle: y(x,w)=w!¢p(x)

p(«données» |«modéley ) p(«modeéle»)

plthe,w,8) = N(tly(x,w),67")  p(wla) = N(w[0,a™"T)
e Entrainement : inférence de p(w|«données»)
bt =a '@ ('@ + 57T) 7't
Sep=a 'IT—a?® (a '®d" +57'T)"'®
 Hyper-parametres : «, 3

e Prédiction : ¢(x) pwe  (variance: O(x) ' By (x) + % )
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Sujets: resume de la regression avec processus gaussien

e Modele: t=y(x)+e€

p(«données» |«modéley ) p(«modeéle )

p(tlx, B) = N(tly(x), 871) p(y) = N(y|0,K)

e Entrainement : calcul de K
e Hyper-parameétres : 3 et ceux dans le noyau k(X,,Xm)
 Prédiction : k(x)' (K + %I)_lt

(variance : k(x,x) + 5 — k(x)" (K + 5I)7'k(x))
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Sujets: choix de loi a priori

* Si on ne connait rien du probleme a résoudre, il est
preferable de choisir une loi a priori a haute entropie

(flat prior)

» on peut aussi le traiter comme un hyper-parametre et faire de la
selection de modele

* Sinon, il sera avantageux d’incorporer dans la loi a priori,
toute information sur la solution

» par contre, si 'information incorporee n’est pas juste, on risque d’en
payer le prix avec une reduction de la performance

56 HUGO LAROCHELLE



Sujets: extension de I'apprentissage bayesien

e Lapprentissage bayésien est un principe applicable a tout
modele probabiliste

» voir section 4.5 : regression logistique bayéesienne

* On peut faire de la classification avec les processus gaussiens

» voiIr section 6.4.5

* On peut optimiser les hyper-parametres sans ensemble de
validation

» voir section 6.4.3
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