Probabilité d’une séquence observée

® Comme calculer la probabilité marginale d’'une séquence d’observations :

P(S;.7) =hE P(Hy.r=hyg) P(Syr | Hyp=hyg)

1:T

€ |la méme séquence observée peut étre produite par plusieurs séquences
cachées différentes

€ en fait, il y a un nombre exponentiel de séquences cachées possibles

€ un calcul naif est donc tres inefficace
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Programmation dynamique pour HMM

® Une facon plus efficace de calculer la probabilité d’'une séquence observée s, ;

® [dée: utiliser la programmation dynamique
& on définit a(i,t) = P(S,.,=S,.., H, = i)
€ on note la récursion
afi,t+1) = P(Sy.411751.02, Heyg = 1)
—E P(S1.01=S1.000 He =0, Hypyy = 1) = E P(S1.=S1.0 He=J) Hu1 = 1 Ste1= Sead)
_P(St+1 st+1|Ht+1 I)E P(Ht+1_I|H -I) P(S 1:t Sl.t'H J)
= P(Str1= Stag | Hpq = 1) Ej P(H..; = i|H.=]j) a(j,t)
€ onalesvaleursinitiales
a(i,1) = P(S;=s,, H, = i) = P(S,=s,| H, = i) P(H, =i) Vi

® Une fois le tableau a calculé, on obtient facilement:
P(S1.7=S1.7) = 2 P(S1.7=S1. Hr =) = 2 0l T)
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
e
P(S=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,.,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(5=1| H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4

ofi,t)

1 [

¢ initialisation: a(i,1) = P(S;=s,, H, = i) = P(S;=s,| H, =i) P(H, =)
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
T T

P(S=0 | Hy) 09 02 P(H=0 | H,.,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(5=1| H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4

= _I___-I

<~ 0

3

1

® initialisation: a(0,1) = P(5,=0| H, =0) P(H; =0)=0.9x 0.5 =0.45
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
IS TN

P(S=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,.,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(S=1 | H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4

N ¢ 1] 2] 3] 4]

R

E— 0 0.45

1 0.1

® initialisation: a(1,1) = P(5,=0| H; =1) P(H;=1)=0.2x0.5=0.1
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
T T
P(5=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(5=1| H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4

0 0.45
1 0.1

& récursion (t=1): a(i,t+1) = P(S,,,= st+1|Ht+1—l)E P(H,,; = i|H,=j) a(j,t)

ofi,t)
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
T T
P(5=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(5=1| H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4

Y Y Y A Y )
0 0.457
1 0.1

€ récursion: a(0,2) = P(S,=0|H,=0) (P(H,=0|H,=0) a(0,1) + P(H,=0|H,=1) a(1,1))

t)

o
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modéle de transition Distribution initiale
IS TN
P(S=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,.,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(S=1 | H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4
- I Y ] B B
% 0 0.45 0.1755
1 0.1

€ récursion: a(0,2) =0.9(0.3x0.45+0.6x0.1) =0.1755
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
T T
P(5=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(5=1| H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4

€ récursion: a(1,2) =P(S,=0|H,=1) (P(H,=1|H,=0) a(0,1) + P(H,=1|H,=1) a(1,1))
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modéle de transition Distribution initiale
IS TN
P(S=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,.,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(S=1 | H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4
- I Y ] B B
% 0 0.45 0.1755
1 0.1 0.071

€ récursion: a(1,2)=0.2(0.7x0.45+0.4x0.1) =0.071
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
T T
P(5=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(5=1| H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4

0 0.45 0.1755
1 0.1 0.071

& récursion (t=2): a(i,t+1) = P(S,,,= st+1|Ht+1—l)E P(H,,; = i|H,=j) a(j,t)

ofi,t)
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modéle de transition Distribution initiale
IS TN
P(S=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,.,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(S=1 | H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4
- I Y ] B B
% 0 0.45 0.1755 0.085725
1 0.1 0.071

€ récursion: a(0,3) =0.9(0.3x0.1755+ 0.6 x0.071) = 0.085725
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modéle de transition Distribution initiale
IS TN
P(S=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,.,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(S=1 | H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4
- 1Y Y Y I B
% 0 0.45 0.1755 0.085725 0.004387
1 0.1 0.071 0.03025 0.057686

€ on continue d’appliquer la récursion jusqu’a la fin (t=4)...
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Filtrage dans un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

0 0.45 0.1755 0.085725 0.004387
1 0.1 0.071 0.03025 0.057686

ofi,t)

€ on peut calculer les probabilités de filtrage
P(H,=0 | $,=0, 5,=0, 5,=0, S,=1) = P(H, =0, 5,=0, S,=1, 5.=0, 5,=0)
>.P(H, =1, 5,=0, $,=1, 5,=0, 5,=0)
=a(0,4) / (a(0,4) + a(1,4))
=0.004387 / (0.004387 + 0.057686)
= 0.0707

P(H,=1| S$,=0, 5,=0, 5;=0, S,=1) = 0.057686/ (0.004387 + 0.057686)
= 0.9293
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