Programmation dynamique pour HMM

Le calcul des afi,t) donne un balayage de gauche a droite
On peut faire la méme chose, mais de droite a gauche
‘ on deﬁmt B(i't) = P(St+1:T=St+1:T | Ht = ’)
€ on note la récursion
B(i,t-1) = P(S;.7=Sp.r | Hyq =1)
= Ej P(Ser=Sem He=J | Hey=1i) = Ej P(Sti1.77See1m Si= Sp He = J| Hey =)
= Ej P(Si= s He=J) P(Hy = j|Hpy = 1) P(Spq.7=Sparr| He=1)
=2 P(S=s,|H.=j) P(H, = j|H.1=1) B(,?)
& onalesvaleursinitiales B(i,7) =1 Vi

Une fois le tableau B calculé, on obtient facilement:
P(S;.7=51.7) = Ej P(S1.7=81. Hy =])
= Ej P(Sz;rzsz;rl H, =Jj) P(S;=s, |H1 =J) P(Hy = j)
= Ej B(,1) P(S;=s, |Hy =) P(H, =)
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
e
P(S=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,.,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(5=1| H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4

B(i,t)

1 [
1

¢ initialisation: B(i,4) =
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
I
P(S=0 | Hy) 09 02 P(H=0 | H,.,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(5=1| H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4
= _I___‘
&
1 1

¢ initialisation: B(i,4) =

3 Hugo Larochelle et Froduald Kabanza



Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
T T
P(5=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(5=1| H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4

0
1 1

@ récursion (t=4): B(i,t-1) = 3, P(S= s, | H,=j) P(H, = j|H., = i) B(j,t)

B(i,t)
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
T T
P(5=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(5=1| H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4

_I___-I
0 <
1

® récursion B(0,3)= P(S,=1|H,=0) P(H,=0|H,=0) B(0,4)

+P(S 1|H =1) P(H 1|H =0) B(1,4)

B(i,t)
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
IS TN

P(5=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,.,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(5=1| H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4

= _I___‘

= 0

QA

1 1

€ récursionf(0,3)=0.1x0.3x1+0.8x0.7x1=0.59
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
IS TN
P(S=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(5=1| H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4
= _I___‘
= 0
QA

1 é 1

® récursion f(1,3)= P(S,=1|H,=0) P(H,=0|H,=1) B(0,4)
+ P(S,=1[H,=1) P(H,=1[H,=1) B(1,4)

7 Hugo Larochelle et Froduald Kabanza



Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
IS TN

P(S=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,.,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(S=1 | H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4

= _I___‘

= 0 0.59

QA

1 0.38 1

€ récursionPB(1,3)=0.1x0.6x1+0.8x0.4x1=0.38
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modeéle de transition Distribution initiale
IS TN
P(5=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,.,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(5=1| H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4
= _I___‘
= 0.59
QA

0
1 0.38 1

@ récursion (t=3): B(i,t-1) = 3, P(S= s, | H,=j) P(H, = j|H., = i) B(j,t)
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® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)

10

Programmation dynamique pour HMM

€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modeéle d'observation Modeéle de transition

P(5:=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | Hy.,) 03 06

P(5=1| H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4

B(i,t)

0 < 0.59

1 0.38
® récursion B(0,2) = P(S;=0|H,=0) P(H,=0|H,=0) B(0,3)
+ P5,=0[H,=1) P{H,=1[H, =0) B(1,3)

Hugo Larochelle et Froduald Kabanza

Distribution initiale

P(H,) 0.5 0.5



Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)

€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modeéle d'observation Modeéle de transition

P(5:=0 | H,) 0.9 0.2

P(S=1 | H,) 0.1 0.8

P(H=0 | H,,) 0.3 0.6

P(H=1| H,,) 0.7 0.4

B(i,t)

0 0.2125 0.59

1 0.38
€ récursion f(0,2)=0.9x0.3x0.59+0.2x0.7x0.38=0.2125
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Programmation dynamique pour HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

Modele d'observation Modéle de transition Distribution initiale
IS TN
P(S=0 | H,) 0.9 0.2 P(H=0 | H,.,) 0.3 0.6 P(H,) 0.5 0.5
P(S=1 | H,) 0.1 0.8 P(H=1 | H,,) 0.7 0.4
= _I___‘
i 0 0.106235 0.2125 0.59
1 0.14267 0.349 0.38 1

€ on continue d’appliquer la récursion jusqu’au début (t=1)...
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Lissage avec un HMM

® |[estables afi,t) et B(i,t) peuvent également étre utilisées pour faire du
lissage

4 P(Hk =] | 51:7:51:7-) = P(Hk =1, Sl:k=51:k, Sk+1:T=Sk+1:T) /Y (Y est la normalisation)
= P(H =1, $1475 14 P(Spoar=Sierr | He=1) /Y
= a(i,k) Bli,k) /Y

® Y correspond a une somme sur j seulement

13 Hugo Larochelle et Froduald Kabanza



Lissage avec un HMM

® Exemple: décoder un message binaire avec canal bruité (7=4)
€ message observé: 5,=0, 5,=0, 5,=0, 5,=1

ey

0 0.1755
1 0.071

0 0.2125
1 0.349

B(i.,t)

E]

€ on peut calculer les probabilités de lissage au temps t=2
P(H,=0 | $,=0, 5,=0, 5,=0, S,=1) = a(0,2) B(0,2)
Eia(i,Z) B(l,Z)
= a(0,2) B(0,2)/ (a(0,2) B(0,2) + a(1,2) B(1,2) )
=0.1755x0.2125 /(0.1755 x 0.2125 + 0.071 x 0.349)
= 0.6008

P(H,=1 | S$,=0, 5,=0, 5,=0, S,=1) = 0.071 x 0.349 / (0.1755 x 0.2125 + 0.071 x 0.349)
=~ 0.3992
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Lissage avec un HMM

On peut également faire du lissage sur deux variables cachées adjacentes
® P(H =i, Hi=J | 51775 1.7)
= P(Hy =i, Hee1=Js S145S 140 Skea:7=Skezr) 1 Y
= P(Hy =1, S14=S 1.4) P(His= J1H = 1) P(Sias=Skss | Hiwr =J) P(Skazr=Skuzir | Hiwa =) /Y
= a(i,k) P(Hk+1=j|Hk =) P(5k+1=5k+1 I Hyi1 =J) BU,k+1) /Y

Y est une somme surietj
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